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RESUME. Dans ce travail, on s'intéresse a I'analyse mathématique du modeéle d’'un chémostat avec
dégradation enzymatique du substrat (matiére organique) qui peut se trouver sous forme solide [7].
L'étude du modéle a trois étapes est déduite d’'un sous-modele de plus faible dimension puisque
certaines variables peuvent étre découplées des autres. On étudie I'existence et la stabilité des points
d’équilibre du sous-modeéle pour des taux de croissance monotones et des taux de dilution distincts.
Il est bien connu que le modeéle classique du chémostat, avec des taux de croissance monotones,
n'admet qu’un seul point d’équilibre globalement attractif et qu'une bistabilité ne peut pas se produire
[8]. Ici, on montre que le sous-modéle étudié peut présenter une bistabilité alors que tous les taux
de croissance considérés sont monotones. Létude du modéle a trois étapes montre I'existence d’'au
plus quatre équilibres strictement positifs dont un est localement asymptotiquement stable. Selon la
condition initiale considérée, une seule ou plusieurs espéeces microbiennes ont des points d’équilibre
positifs.

ABSTRACT. In this work, we focus on the mathematical analysis of a model of chemostat with enzy-
matic degradation of a substrate (organic matter) that can partly be under a solid form [7]. The study
of this 3-step model is derived from a smaller order sub-model since some variables can be decou-
pled from the others. We study the existence and the stability of equilibrium points of the sub-model
considering monotonic growth rates and distinct dilution rates. In the classical chemostat model with
monotonic kinetics, it is well known that only one equilibrium point attracts all solutions and that bista-
bility never occurs [8]. In the present study, although only monotonic growth rates are considered, it
is shown that the considered sub-model may exhibit bistability. The study of 3-step model shows the
existence at most four positive equilibrium whose one is locally asymptotically stable and according
to the initial condition the two species can coexist.
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1. Introduction

La digestion anaérobie est un procédé biologique dans lidégumeatieére organique
est transformée par des micro-organismes en méthane etddiae carbone (biogaz)
en I'absence d'oxygéne. La recherche de modéles appragridgsstinés a étre utilisés
dans les problémes de contréle est aujourd’hui une priorifgrtante pour optimiser
les processus de fermentation et résoudre des problemestém{s tels que le dévelop-
pement d’énergie renouvelable & partir des eaux usées efédbsts. Du point de vue
microbiologique, biochimique et technologique, la digastinaérobie est généralement
considérée comme composée de trois étapes : L'hydrolyseliefuéfaction des molé-
cules organiques de grande taille insolubles, par des essgntracellulaires; une étape
de production d’acides par un consortium microbien acideggt une étape de produc-
tion du méthane par un écosystéme méthanogéne. Plusiededaamathématiques liés
a ces phénomenes ont été proposés dans la littérature nii€espendant souvent tres
complexes et non appropriés pour le controle [7, 1, 2, 3]. laigre la plus appropriée
pour modéliser I'hydrolyse fait encore débat. En pratiqieyx visions dominent ;: on
peut supposer qu'il s'agit d’'un phénoméne purement enzgomatou alors considérer
le rble majeur des bactéries hydrolytiques et donc rajautecompartiment microbien
particulier au modéle. Cette étape réactionnelle peut émecmodélisée de différentes
manieres :

- On peut considérer que I'activité microbienne enzymatigst constante sans faire in-
tervenir explicitement un compartiment microbien hydtijye. La vitesse de réaction
est alorsrg = kpyqXo OU kpnyq €St Une constante et oXiy désigne la concentration du
substrat lentement biodégradable.

- On peut diviser le compartiment du substrat en deux partesubstrat lentement bio-
dégradableX et le substrat facilement biodégradalle Pour garder le modeéle assez
simple, on peut supposer de plus que le méme consortiunrizeck® dégrade ces deux
substrats. La vitesse de réaction est algrs= 10(Xo)X1 oU po désigne le taux de
croissance spécifique dé; sur X,. Les différentes étapes réactionnelles de la digestion
anaérobie sont résumés dans le tableau suivant :

Etapes Réactions biologiques
Hydrolyse Xo —%— koSi

ACidOgénése k151 r—]> X1 + k2Ss + CO-

Méthanogénése ksS, —2— Xo + CO2 + CH,

our; = u;(S;)X;,1 = 1,2, désignent respectivement les vitesses de réactipp et=
1,2, les taux de croissance spécifique Xesur.S; avec.S, la concentration en inter-
médiaires métaboliques que sont les acides gras volatil&s (@) la concentration des
bactéries méthanogénes. Finalemépt, = 0, .. ., 3, désignent les coefficients de rende-
ment associés aux réactions biologiques.
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On considére que le chémostat fonctionne en mode contiest-a-dire que le débit
d’entrée() est égal au débit de sortie. On note par aillellrs- % le taux de dilution du
systeme aveld” le volume du réacteur. Souhaitant étudier ce modéle danentexte le
plus générique possible, nous considérons la possibéitgédoupler le temps de séjour
des solides et le temps de séjour hydrauliqge) én introduisant le parameétre « €
[0, 1], qui représente la fraction de la biomasse qui quitte leteéa@insi que proposé
par [4] pour modéliser un réacteur a biomasse fixée. Aveca@dions, le modéle a trois

étapes s'écrit :

XO = DXOin — CYDXQ —To,

31 = D(S1in — S1) + koro — k1pa (S1) X1,

X; = (m(S1) —aD) Xy, 1)
Sy = D(Sin — S2) + ka1 (S1) X1 — ks (S2)Xo,

Xo = (p2(S2) —aD) Xo,

oury = KpyaXo ou bienry = 110(X0)X1, Xoin désigne la concentration du substrat
lentement biodégradable a I'entrée du chémost#t;gt, j = 1,2, la concentration du
substratj a I'entrée du chémostat. Avant de passer a I'analyse de célmdds hypo-
théses suivantes sont introduites. D’aprés le principeodservation de la matiére, on a
les inégalités :
2} to
/ roVdr 2/ koroVdr et 1> ko,
t1 t1
qui s’interprétent de la maniére suivante : pendant une wdttemps, la quantité d§,
dégradée est supérieure ou égale a la quantitg geoduite. De méme, onfa > 1+ ko
etks > 1, c'est-a-dire que la quantité ¢ dégradée est supérieure ou égale a la quantité
de biomasseX; qui s'est développée et d& produit. La quantité d&; dégradée est
supérieure ou égale a la quantité de biomasequi s’est développée.

Cet article est organisé comme suit. Tout d’abord, on éfedieodele (1) en supposant
que le taux de croissangg est monotone e, est non monotone aveg = kyyqXo.
Ce modéle est dit sans compartiment microbien hydrolytifasuite, on étudie le sous-
modéle avec compartiment microbien hydrolytique (3) erpssant que les taux de crois-
sanceu;, i = 0,1 sont monotones aveg = 1o(Xo)X1. On montre que le sous-modéle
peut présenter une bistabilité. En outre, on étudie I'erist et le comportement asymp-
totique des points d’équilibre du modeéle a trois étapes. @nahtre I'existence d’au plus
neuf points d’équilibre dont quatre sont strictement pissét dont un est Localement
Asymptotiquement Stable (LAS). Finalement, on illustre iésultats mathématiques dé-
montrés par des simulations numériques.

2. Modéle sans compartiment microbien hydrolytique

On suppose que

H1: Lafonctionu;(.) est monotone aveg,; (0) = 0. L'équationyu, (S1) = oD admet
une unique solution; = x;*(aD).

H2: La fonctionpz(.) est non monotone avge;(0) = 0. L'équationus(S2) = aD
admet deux solutions}, i = 1,2, tel queAd < A\2.
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Sirg = kpyaXo, alors la premiere équation du systéme (1) dépend seulatedatva-
riable X, et Xy converge globalement vers son équilibre

D
X = ———Xoin.
0 khyd—FOéD 0

A I'équilibre de X, les quatre derniéres équations du systéme (1) se rédaisemdéle
AM2 [2, 3] suivant

Tin — S1) = k11 (S1) X,

(11 (S1) — aD) X,

D(S2in — S2) + kap1(S1) X1 — kspz(S2)Xo,
Xy = (p2(S2) —aD) Xa,

S = D(S

I
I

(2)

I

koknya
Stin = Stin + 7= Xoin-
! ! khyd +aD 0

A chaque équilibrg” = (S}, X7, S5, X3) du modele (2) correspond un équilibke=
(X§,St, X7, 53, X5) du modeéle (1). De plus, la stabilité locale de ces dernigrdés
duite de celle des équilibres corresponddntie (2). Lanalyse du systeme (2) a été faite
dans [2, 3]. On obtient le résultat suivant :

Proposition 2.1 Les points d’équilibre du systéme (1) sont donnés par
1) By = (X§, Stins 0, S2in, 0) qui existe toujours.

lin>
2) Bf = (X§, 5710, 0, 0%, X4), i = 1,2, avecXj = 2= (Saim — Ab), qui existe si
et seulement s$5;,, > \5.

3) E9 = (X, M\, XT, S3,,,0) avec
1

X*
! kloz

(Sikzn - )‘1) et S;’L’n.

k
= Soin + —2(5”k — A1),
k1

lin

qui existe si et seulementSf,,, > ;.

4) E5 = (Xg, M, X7, 05, X3%), i = 1,2, avecX 3’ = 12(55;, — \p), qui existe
si et seulement i, > \; etSs;,, > \;.
On rappelle que la condition de persistance des espE¢edans le modele AM2 est
A1 < Siin, [2, 8]. Par 'effet de I'hydrolyses$:;,, a été augmentée$y;,,. La condition
de persistance de I'espécé dans le modéle d’hydrolyse devient < S5, ; assez
logiquement puisque recevant davantage de substratgtespse trouve favorisée par
I'ajout du terme d’hydrolyse.

3. Modéle avec compartiment microbien hydrolytique
Dans la suite, on s'intéresse a I'étude du sous-modele dpankes trois premieres

équations du systeme (1) avag = 1o(Xo)X1, gu'on pourra découpler des deux der-
niéres équations, puisque les trois premieres équatiodépendent pas des variablEg
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et S2. Ainsi, on se propose d'étudier I'existence et la stabiliés points d'équilibre du
sous-modeéle suivant :

Xo = D(Xoin — aXo) — po(Xo) X1,
S1 = D(S1in — S1) + kopo(Xo) X1 — k11 (S1) X7, 3
X1 = (,Ltl(Sl) - OLD) Xl.

Ce modele a été étudié avec un taux de croissapnogon monotone et il a été établi

que 'on peut avoir au plus quatre équilibres strictemessitgs. Dans ce cas, le systéme
peut présenter une bistabilité et pour toute conditionalitstrictement positive, la solu-

tion converge vers un des équilibres strictement posiifsCe modéle a également été
étudié pour un taux de croissance densité-dépenddtf,, X;) (par exemple lorsque

la fonction de croissance est modélisée par la fonction dedix), ce qui peut s'avérer

intéressant si I'on travaille dans un environnement nondgene [6]. L'étude montre que

le systéme présente soit une bistabilité soit une stalgiliiéale de I'équilibre strictement

positif ou le lessivage. On fait I'hypothése suivante :

H3: La fonctionug(-) est strictement croissanteg (0) = 0 ety (Xo) < 0 pour tout
Xo € ]0, X .

Dans le cas ou la fonctiguy (-) est linéaire ou de type Monod, I'hypothé&d48 est vérifiée.
On a le résultat suivant :

Proposition 3.1 Pour des valeurs initiales positives, les solutions duésyst (3) restent
positives et bornées pour tout= 0.

Preuve. Soit X,(0) > 0, dés gu'il existe un premier temps > 0 tel queXy(to) = 0, on
a
Xo(to) = DXOZn > 0.

D'ou Xo(t) > 0 pour toutt > to. CommeXy(t) > 0 pour toutt € [0,tg], donc
Xo(t) = 0 pour toutt > 0. Par le méme raisonnement, on peut démontrer que toutes
les solutions restent positives. Sdit= ko Xy + S1 + k1 X1. En multipliant la premiére
équation du systeme (3) pag et la troisieme équation paf, et faisant la somme des
trois équations, on obtient

Z(t) < Sin — aDZ(t)

avecS;, = D(koXoin + S1in)- On poseV/ (t) = aDZ(t) — S, alors
V(t) < —aDV(t).

D’apres le lemme de Gronwall, on a

On en déduit que

Z(t) < ElD + <Z(O) — jg) eaDt] < max <Z(O), :jg) , pourtout ¢ > 0.
Par conséquent, les solutions sont bornées. |
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Dans la suite, on se propose d’'étudier I'existence des paoidguilibre du systéeme
(3) sous les hypothésekl et H3. L'équilibre de lessivage

Xoin
F0—< 0 ,Slin,()) (4)
a

existe toujours. Pour montrer I'existence des équilibbestement positifs, on considére
la fonction

D(X()zn — OLX())

X =
6( 0) MO(XO)
et A la droite d’équation
1
X1 =6(Xo) = o [(S1in — A1) + ko(Xoin — aXo)].

La recherche des équilibres strictement positifs reviegnb@ver les solutions de I'équa-
tion (voir Figs. 1, 2 et 3)
£(Xo) = 6(Xo).

On étudie pour cela la fonctiol (X,) = £(Xo) — §(Xp). La fonctionH'(X,) s’annule
si et seulement &' (Xo) = — 2.

Lemme 3.1 Sous 'hypothesH 3, la fonction{(-) s’annule en%, elle est décroissante
et convexe.

Preuve. Pour toutX, € |0, X2 [ ona

D £(Xo)
(Xo) = ——o 1 (Xo) <0 5
5( 0) MO(XO) ,UO(XO)MO( 0) ()
“ £(x0) H(X0)
"Xy = — 0 o' _2:u0 0 (X)) > 0.
¢ Xo) ,UO(XO)MO( 0) Ho(Xo)g( 0)
Dol £(-) est décroissante et est convexe gyrFXe |, [
Lemme 3.2 L’équation¢’(Xy) = —’,j—g admet une unique solutial, € |0, £2= [ sj et
seulement si

Xoin ko
/ —_— —_——
§< o )> )

Preuve. D'aprés le Lemme 3.1, la fonctiofi(-) est strictement croissante s %}
D’aprés (5), on déduit que
lim ¢ (Xg) = —oc.

X()*}O

Par suite, il existe une unigue solutiéfy € |0, 2= [ de I'équationt’(Xo) = _Z_[f si et

seulement si N
Xoin 0
!
—_— ] > ——.
5< a ) k1
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On peut facilement vérifier I'équivalence suivante, qui me@eux cas possibles sur
I'existence des équilibres strictement positifs du soudét(3)

¢ (%) >0 = kouo( 2 > > kiaD.

3.1. Lecas ¢ (%) < _g_(l)

On commence par montrer I'existence d’au plus un point éaeilstrictement po-
sitif suivant Ia concentration du substrat a I'entrée dunohstatS;;, dans le cas ou
£ (X‘Jm) < - (v0|r Fig. 1). Notons que, dans ce cas, l'intersection detitel A avec
le graphe de Ia fonctlo@est soit vide, soit un unigque point qu’on notéra = (X§, X7{).
En effet pour ne pas multiplier et alourdir les notationsnotera par la méme lettre un
équilibre F* = (X§, A1, X7) du systéme (3) et sa projectidii* = (X, X7) dans le
plan(Xy, X1).

Proposition 3.2
1) SiSy;n > Aq, alors il existe un unique équilibre strictement positif

= (Xg, A, X7) (6)

avecX( est solution de I'équatio&(X,) = 6(Xo) et X7 = 6(X{) (voir Fig. 1 (a)).
2) SiS1in < A1, alors il n'existe pas d’équilibre strictement positif (¥&ig. 1 (b)

et (c)).

Preuve. D'aprés le Lemme 3.1, 0n a

in k Xin
& (Xo) <€ ( 0 ) < _k_o’ pour tout X e]o, 0 [
o 1

c'est-a-direH’(X,) = ¢'(Xo) + 2 < 0. De plus,

lim H(Xy) =

X()—)

SiSiim > Ap, alorsH (Xun) = —§ (Xein) < 0. Par suite, il existe une unigue solution
Xg € ]0, 22i= [ de 'équationt (Xo) = §(Xo) avecX; = 6(X{) (voir Fig. 1 (a)).

Si S1in < A1, alorsH (%) > 0 et commeH est strictement décroissante alors I'équa-
tion £(Xo) = 6(Xo) n'admet pas de solution syn, X2z [ et I'équilibre strictement
positif n’existe pas (voir Fig. 1 (b) et (c)). |

On remarque que lorsquey;,, = A\, F} bifurque avecF,. On choisit la couleur
rouge pour le point d’équilibre LAS, la couleur bleue poup&nt d’équilibre instable et
la couleur verte pour le point d’équilibre nceud col (voir$ig-6). On montrera le com-
portement asymptotique des points d’équilibre du souséieo8) dans les Propositions
3.4et3.5.
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X1 \‘ (a) X1 ‘ (b) X1 ‘ (C)

. N

~_ F
. — X > Xo S

[e3 [e3 [e3

Xo

Figure 1. Existence des points d'équilibre selon le paramétre Siin. (@) Siin > A1. (D)
S1in = A1. (C) S1in < A1.

3.2. Lecas 5’(%) _z_rl)

Dans ce cas, on démontre que l'intersection de la dio@eec le graphe de la fonction
&, si elle n’est pas vide, comporte un ou deux points qu'onmaaks = (X, X7) et
Fi* = (X§*, X7*) (voir Fig. 2). Ces points correspondent respectivementéauiibres
Ff = (X§, M, X7) et Ff = (X§*, A\, X7) de (3) que I'on notera par les mémes
lettres F} et F*. L'équation¢’ (X)) = —’,j—g admet une unique solution notég. On
poseX; = £(X,). Noter que
F1 = (XQ,)\l,Xl) (7)

est un équilibre strictement positif du systéme (3) (vog. B (d)). SoitS;;,, la valeur de
S1in pour laquelle

I
I
(&%)

5
I

—%X@ + B avec B =4(0) = ki [(Slm - A1)+ koXom] .
1

1

Stin = a(k1 X1 + koXo) + A1 — ko Xoin-

X1 X] ‘ (C)

~ D\ __Fy

Xo — Xo *— Xo

X0in X0in X0in
o o a

Figure 2. Existence des points d’équilibre selon le parameétre Sii,. (@) M1 < Stin. (b)
Slm = A1 (C) max(07 Shn) < Slz‘n < A1.

Si S1i, < 0, alors le cas limite de la droite obtenu pdii,, = 0 se trouve dans (c).
Si S1i» = 0, alors le cas limite de la droite obtenu pdiig,, = 0 se trouve dans (d).
Si S1in > 0, alors le cas limite de la droite obtenu pdiig,, = 0 se trouve dans (e).
Le dernier cas (e) pouvant étre vide lorsdig, < 0.
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X1 (d) X1 (e)
B
AN = (Xo,Xl) AN
__F T~ F
'() XO 'U XO
Xoin Xoin

Figure 3. (d) Siin = Stin. (€) 0 < S1in < max(0, S1in).
Proposition 3.3

1) SiA; < Stin, alors il existe un unique équilibre strictement posijf (voir Fig.
2 (a) et (b)).

2) Simax (0, S14,) < S1in < A1, alors il existe deux équilibres strictement positifs
Ff et Fi¥* (voir Fig. 2 (c)).

3) SiSiin = Siin, alors il existe un unique équilibre strictement poskif (voir
Fig. 3 (d)).

4) Si Sy, < max(0, S14,), alors il N’existe aucun équilibre strictement positif
(voir Fig. 3 (e)).

Preuve. D'apres le Lemme 3.1, la fonctioH (-) est convexe et

lim H(Xp) = +o0.

X()—)O
SiSiin = A1, alorsH (Xu=) < 0. Par suite, il existe une unique solutiaif € |0, o= [
de I'équationH (Xo) = 0 (voir Fig. 2 (a) et (b)).
PourSi;n, = Siin, On considére la fonction

_ 1 _

H(Xo) = &(Xo) — T [(S1in — A1) + ko(Xoin — aXo)| .
QommeH’(Xo) = H'(Xy), alors d’apres le Lemme 3.2, il existe une unique solution
Xy € |0, 2= [ de 'équation’(X,) = 0. De plus,H (-) est convexe et

H(Xy)=0= min H(X).
X€)o,Xoin |

@

D’ou 'équation (X,) = 0 admet une unique solutiakiy € 0, 222 [ (voir Fig. 3 (d)).
Si S1in < max(0, S14,), alors

H(Xo) > H(Xo)> min H(X)=0, pourtout X € }0,
xeJo, g |

Xoin [

Par conséquent, I'équatidit(X,) = 0 n'admet pas de solution (voir Fig. 3 (e)).
Si maX(O, Slm) < Stin, alors

min  H(X)< min H(X)=0.
xS el S

De plus,H (-) est convexe et poufy;, < A1, onaH (%) > 0. Par suite, il existe deux
solutionsX; et X;* dans|0, 2= [ de I'équationH (X,) = 0 (voir Fig. 2 (c)). [ |
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3.3. Stabilité locale

On se propose, ici, d’étudier la stabilité locale des paitdsgjuilibre du systeme (3).
La matrice jacobienne ey, S1, X1) est:

—[aD + pj(Xo) X1] 0 —10(Xo)
J= kopo(Xo) X1 —=[D + ki (S1)X1] - kopo(Xo) — k1pa (St)
0 p1(S1) X1 pa(S1) —aD

Proposition 3.4 Fj est LAS si et seulementsi(S1;,) < aD.

Preuve. La matrice jacobienne efy = (%, S1in,0) est égale a

—aD 0 —pio(F8=)
Jo = 0 -D kouo(xzj") — k1p1(S1in)
0 0 p1(S1in) —aD

Les valeurs propres sortaD, —D et ;1 (S14,) — aD. Ces valeurs propres sont stricte-
ment négatives si et seulemenfsi(S1i,) — aD < 0. [ ]

Proposition 3.5
1) SiFy existe, alors il est LAS.
2) SiF;* existe, alors il est instable.

Preuve. La matrice jacobienne efi; = (X, A1, X;) est égale a

—mi11 0 —m13
Ji=| mar —ma 0
0 mso 0

m11 = aD + po(Xg) X7, miz = po(Xy), ma1 = kopo(Xg) X7,
may = D+ kipy (M) XY, 0= kopo(Xg) — kraD,  mszy = ph (A1) X7

avecmii, mis, Ma1, Mmoo €t mss sont strictement positifs. Le polyndéme caractéristique
de J; est donné par
PJl (/\) = ao)\3 + a1/\2 + as\ + as

avec
ap = —1,a1 = —(mi1+ma2),as = —mi1maz +0maz, a3 = —msza(marmiz —6Omi1).
D’apres le critere de Routh-HurwitZ;* est LAS si et seulement si

a; <0, i=0,...,3
ajag — apas > 0.

On peut facilement vérifier que

az = [kopo(X3) — kraD]mas — [aD + po(Xg) X7 [D + kimaz]
= [kopo(Xg) — kimaur| mg2 — P
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avecP = aDmas + Dug(X§) X7, qui est strictement positif. En remplacghtX,) par
son expression (5), on obtient

ko kopo(Xg) — kimaa
7 X* + e 0 .
S+ Fri0(X5)

Par suite,

k
0z = [5’<Xz;> T k—] Fapio (X )mas — P

Si¢'(Xg) < —42, alorsay < 0. De plus,
* /! * k() *
az = m32aD[k0u0(X0) — klmu] = m32aD g (XO) + k_l kLLL()(XO)

qui est strictement négatif si et seulemerg/§X) < _Z_(f- Finalement,

aiaz —apaz = —mM1102 + a3 — M22a2
=~ [aD + py(X5)X{] az + a3 — mazay
= aDP — u((X§) X az — masas
H H H 5 * k * \Arif * k H
qui est strictement positif & (X)) < —z2. Commery verifie {'(X) < —72, alorsiil

est LAS etF}* vérifie ' (X§*) > —,’j—fl’, alors il est instable, ce qui achéve la preuve de la
proposition. |

4. Etude du modéle complet a trois étapes

Dans la suite, on se propose d’'étudier le modeéle a troisgfapaveay = uo(Xo) X1
sous les hypothésékl-H3. Le modéle s’écrit

Xo = DXoin —aDXo — po(Xo0) X1,

S1 = D(Sin — S1) + kopo(Xo) X1 — k1p1 (51) X1,

X1 = (m(51) —aD) Xy, (8)
Sy = D(Sain — S2) + kop1 (S1) X1 — k3pa(S2) Xo,

XQ = (/LQ(SQ) — OéD) XQ.

4.1. Existence des points d’équilibre

Dans le cag’ (£ ) < —f2 oug’ (X2=) > —fo, on démontre le résultat suivant :

Proposition 4.1 Supposons qug; < Sii,. Les points d’équilibre du systéeme (8) sont
donnés par

1) Ey = (X?;’" ,S1in, 0, Sain, 0) qui existe toujours.

2) B} = (2=, Sy;,,0, 7%, X3), 4 = 1,2, avecXs = ICSLQ(SQZ-H — \b), qui existe
si et seulement S5, > Ab.
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3) ES* = (X¢&, M1, X7, S3,,,0) avec X I'unique solution det (X)) = §(Xo) et

X7 =0(X5), Sy = Soin + aka X7,

qui existe toujours.
4) By = (Xg, M, X708, X39), i = 1,2, avec

Tk 1 i k? *
X2 = kga(szm )\2)4‘ nglv

qui existe si et seulementSj;,, > \5.
Preuve. A chaque équilibré” = (X,, S1, X;) de (3) correspond un équilibre
E = (X, 51, X1, 82, X2)

ou (Xo, S1, X1) sont les composantes de I'équilibFeet (S2, X2) les solutions du sys-
teme

0 D(S2in — S2) + ka1 (S1) X1 — kspa(S2) Xo,
0 = (/,LQ(SQ) — OéD) XQ.

De la deuxieme équation on déduit que sBit= 0, soitSy = 5.
Si X2 = 0, de la premiére équation on déduit alors que

k
So = Sain + Ezul(Sl)Xl.

Cette construction permet d’obtenir I'équilibkg a partir de I'équilibref de (3), donné
par (4), et d’obtenir I'équilibrez* a partir de I'équilibrer; de (3), donné par (6).

Si S = A\, de la premiéere équation on déduit alors que

1 _
Xo = — (Sain — Ay) +

2
. —kgaD,Ufl(Sl)Xl-

Cette construction permet d’obtenir les équilibies a partir de I'équilibrery de (3),
donné par (4), et d’obtenir les équilibré$* a partir de I'équilibreF; de (3), donné par
(6). [

De la méme maniére on démontre le résultat suivant dans igécesique ou le sous-
modéle (3) peut avoir deux équilibres strictement positifsst a dire pour

Xoin ko
I —_—
5( o )> )

Proposition 4.2 Supposons queiax(0, S1i,) < S1im < A1. Les points d’équilibre du
systeme (8) sont donnés par

1) Ey = (X?;’" ,S1in, 0, Sain, 0) qui existe toujours.

2) B} = (2=, Sy;,,0, 7%, X3), 4 = 1,2, avecXs = ICSLQ(SQZ-H — \b), qui existe
si et seulement S5, > Ab.
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3) B9 = (X¢, A, XF,85,,0) et B9 = (Xg* Ay, Xi*,85%,,0) avec X et

2in> 2in?

X les deux solutions de I'équatigiiXy) = 6(Xo) et
X7 =06(X3), 53 = Sain + aka X7,
X1 =0(X3"), San = Soin + ake X717,
qui existent toujours.
4) B = (Xg, M, X508, X350 et By = (X%, A, X, A8, X&), i = 1,2,
avec
1 1

. ) ko . . ko
A S'Ln_)\l 2xx et X — Szn_)\l _)(**7
2 k3a(2 2)+k3 1 2 kga(2 2)+k3 1

qui existent si et seulement$j;,, > A\, et 3, > A.
Par conséquent, le modeéle a trois étapes (8) peut avoir amplif points d’équilibre
et au plus quatre points d’équilibre strictement positifdes deux espéces coexistent.

4.2. Stabilité locale

On se propose d'étudier la stabilité locale des points diieme du systéeme (8).
Comme le systéme est triangulaire, la matrice jacobiennmemuilibre
E = (Xy, S1, X1, S2, X2) est de la forme :

J 0
=5 o]

avecJr la matrice jacobienne de (3) en I'équilibfe= (X, S1, X1), B un matrice2 x 3
et C' une matrice carrée d'ordre 2. Comme la matrigeest triangulaire inférieure par
blocs, elle est stable si et seulement si les mattigest C sont stables. La stabilité de la
matriceJr a été étudiée dans la section 3.3. Le probléme revient daniclgeéla stabilité
de la matrice d’ordre 2, c’est a dire a voir si sa trace esttidgat son déterminant est
positif.

Proposition 4.3 Ej est LAS si et seulementsi(S1:,) < aD etus(S2n,) < aD.

Preuve. En E; on obtient/r = Jy, ouJy est la matrice considérée dans la preuve de la
Proposition 3.4 et
- —D  —kapa(Soin)
O /LQ(SQin) —aD ’

Noter queJ, est stable si et seulementsi(S1;,) < aD etC est stable si et seulement
Si /LQ(SQin) < aD. [ |

Proposition 4.4 SiE] existe, alors il est LAS si et seulementsi{S1;,) < aD. SiE?
existe, alors il est instable.

Preuve. En E} on obtient/r = Jy, ouJy est la matrice considérée dans la preuve de la
Proposition 3.4 et
13 (A3) X5 0
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Ona
det C = ksaDub(\o) X et trC = —[D + kaph(\y) X3

Commedet C' < 0 pouri = 2, alors dés qu'il existe I'équilibré&?, il est instable. Noter
que Jy est stable si et seulementsi(S1:,) < aD. Pouri = 1, on adetC' > 0 et
tr C' < 0. Par suite, I'équilibrez} est LAS si et seulement giy (S14,) < aD. [ |

Proposition 4.5 Si EJ* existe, alors il est LAS si et seulemens{S;;,,) < aD. Si
EY** existe, alors il est instable.

Preuve. En E9* on obtient/r = J1, ou.J; est la matrice considérée dans la preuve de la
Proposition 3.5 et
C = -D _k3:u2(s>2kzn)
0 /LQ(S;zn) —aD

Noter queJ; est stable e’ est stable si et seulement;si(S3;,) < aD. En EJ** on
obtientJr = J1, ouJ; est une matrice instable d’apres la preuve de la Propogtian

Proposition 4.6 Si E1* existe, alors il est LAS. $2* et E&**, i = 1,2, existent, alors
ils sont instables.

Preuve. En E}* on obtient/r = J;, ol J; est la matrice considérée dans la preuve de la
Proposition 3.5 et

Cc_ —[D + k3us(A5) X5*]  —ksaD

1o (A5) X5 0
Commedet C' < 0 pouri = 2, alors dés qu'il existe I'équilibre strictement positif*,
il est instable. Noter qué; est stabledet C' > 0 ettrC' < 0 pour: = 1. Par suite, dés
qu’il existe I'équilibre strictement positifZ3*, il est LAS. EnE#** on obtient/r = Jp,
ou J; est une matrice instable d’apres la preuve de la Propoﬁtﬁnn |

Le tableau suivant résume les résultats des PropositiBré.@ dans le caS;;, > A1, oU
la lettre S signifie que I'équilibre est stable et la lettrighgfie que I'équilibre est instable.
L'absence de lettre signifie que I'équilibre n’existe pas.

Condition Equilibres et nature
E, E} E} E§* E} E¥

DA < A3 < Soin <S55, | | | S |
2) A} < Soin < S5, <A | I I
3) AL < Sain < A3 < S5, | I S
4) Soim < Ay <M< S5, | S
5) Sain < A3 < S5, <A | I
6) Soin < S, <A <A | S

S
S
S I
S
S
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CommeX; < Xg*, alorsXy > X;* et par suite Se;, < S5, < S3;,. On obtient dans
le casmax (0, S1in) < S1in < A1 le tableau suivant :

Condition Equilibres et nature

DAY < A3 < Sain < S35, < S5, S S [ S I S I I [
2) Ay < Sain < S35 < Siin < A3 I S I [ S I

3) A3 < Soin < S35, < A3 < S3i. I S S I S I I

4) A3 < Soin < AT <S35 < S5 I S S I S I [ I
5) S2in < Sif, < A3 < A3 < S3. S S I S I

6) S2in < A3 < 837, < A2 < S3in S S I S I I

7)S2in < Ay < A2 < S3% < Sh.. S S I S I I I
8) Sain < Siin < A3 < Siin < A3 S I I s

9) Sain < A3 < 837 < S3.. < A3 S I I S I

10) S2in < S35, < S5, <A3 < A2 S S I

5. Simulations numériques

Les simulations numériques illustrées dans les Figs. JA7@atenues pour les fonc-
tions de Monod suivantes

2.5Xo 28

po(Xo) 15+ X, et ui(S) 15515

On choisit les valeurs suivantes des param(}Xf@g =3,D=1,aa=0.75,kg =1et
k1 = 1.2. On illustre le cas de bistabilité poSt;, = 0.338 < S1;, = 0.5 < X\; = 0.9
et tel que
Xoin k
¢ <L> = 0412 > —0.833 = — 2.
a k1

Dans ce cas, I'équatidi{Xy) = 6(X,) admet deux solutions (voir Fig. 4 & gauche) et les
points d’équilibre sont donnés par

Fy = (4,0.5,0), Fy =(1.201,0.9,1.887) et F;* = (2.808,0.9,0.548).

La Fig. 4 au milieu montre la convergence vers I'équilibrecgtment positiffy” pour la
condition initiale X (0) = 4.5, 51(0) = 2 et X;(0) = 0.368.

La Fig. 4 a droite montre la convergence vers I'équilibreessivage pour la condition
initiale X (0) = 4.5, 51(0) = 2 et X1(0) = 0.367.

La Fig. 5 met en évidence la bistabilité dans I'esp@ce, S1, X1) de dimension trois avec
deux bassins d’attraction qui sont séparés par la varigidestie I'équilibre instablé™*.
Pour toute condition initiale strictement positive, lawg@n converge soit vers I'équilibre
strictement positif™ soit vers I'équilibre de lessivags,.

La Fig. 6 a gauche illustre le c&;, = 1.5 > A\ ou I'équationé(Xy) = 6(Xo)
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X1,

T Xo
Temps Temps

Figure 4. Le cas 0 < Siin < S1in < A1 : Existence de deux équilibres strictement positifs
et bistabilité.

admet une unique solution. Les points d'équilibre sont dsnparF, = (4,1.5,0) et
F* = (0.616,0.9,3.486). La Fig. 6 a droite montre la convergence globale vers I'¢qui
libre strictement positi#™*. pour toute condition initiale strictement positive.

i/

Xo T

T T T
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Fo

Figure 5. Bistabilité en dimension trois.

Dans la suite, on se propose d'illustrer les résultats nmadtigues trouvés de I'étude
du modéle a trois étapes (8). On considére les mémes valesrgadlametres du sous-
modele (3) et on choisit la fonction de Haldane suivante

S.
12(Sz) = —222

S3
K5+SQ+E

avecms = 3, Ky = 1 et K; = 1. On fixe les valeurs suivantes des paramétigs = 3,
ke = 0.2 etks = 1.2. Les valeurs des seuils de rentabilité de la deuxiéme esuéte
données pak} = 0.381 et\3 = 2.618. La Fig. 7 illustre le cas

Ab < A2 < Soin < S5, =3.082< S5, =3.283

2in
avec existence de quatre points d’équilibre LAS dont un egtquilibre strictement po-
sitif ou les deux espéces coexistent. La Fig. 7 (a) montreédxistence entre les deux
especes pour une condition initiale

Xo(0) =4.5, S1(0)=2, X;(0)=0.368, S2(0)=0.5, X2(0)=0.5
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X1

/

/ {15
JC }
°
; Xo \'\;\\'\]’4}]\\
Xo©

Figure 6. Le cas Si:n > A1 : Existence d’un unique équilibre strictement positif F* qui est
GAS.

ou la solution du modeéle a trois étapes (8) converge versitg gequilibre de coexis-
tenceE}* = (1.201,0.9,1.887,0.381, 3.223) qui est LAS. La Fig. 7 (b) montre I'extinc-
tion de deux especes pour une condition initiale

Xo(0) =2, 5$1(0)=0.7, X1(0)=0.6, S5(0)=45 X5(0)=0.4

et la convergence vers I'équilibre de lessivdge= (4,0.5,0, 3,0) qui est LAS. La Fig.
7 (c) montre le lessivage de la premiére espéce pour unetwonititiale

Xo(0)=1, 51(0)=35, X1(0)=02, S(0)=2, X5(0)=2

et la convergence vers I'équilibre de lessivageXde E; = (4,0.5,0,0.381,2.908) qui
est LAS. La Fig. 7 (d) montre I'exclusion de la deuxiéme espgour une condition
initiale

Xo(0) =25, S1(0)=0.7, Xi(0)=15 S(0)=45 X2(0)=05

et la convergence vers I'équilibre de lessivageXde ES* = (1.201,0.9,1.887, 3.283,0)
qui est LAS.

6. Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié un modéle du chémostatiégeadation enzyma-
tique du substrat dont une partie peut étre sous forme phaitie. Nous avons démontré
gue le sous-modéle, avec une modélisation particuliéréhgidrblyse qui fait intervenir
un taux de croissance monotone et des concentrations diratub$entrée du chémo-
stat inférieures au seuil de rentabilité, peut présenterhistabilité qui ne peut pas se
produire dans le modele classique du chémostat ou le Igssast I'unique point d’équi-
libre qui attire toutes les solutions, [8]. Cette bistabilpeut aussi avoir lieu pour une
fonction de croissance non monotone, par exemple du typgaidal On démontre ainsi,
pour la modélisation de I'hydrolyse proposée, 'importade considérer cette étape dans
I'apparition des équilibres strictement positifs et deidbilité. Finalement, nous avons
étudié le modele a trois étapes et établi les conditionsistexce et le comportement
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T T T T T
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T
120

T
130 140 150

Xo

Figure 7. Le systéme présente une quadri-stabilité : selon la condition initiale du modéle
(8), il y a soit (a) coexistence des deux espéces (convergence vers E3*), (b) lessivage des
deux espéeces (convergence vers Fjy), (c) lessivage de la premiére espéce (convergence
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(d)
K\/ 52
X
Xo
X
T ; 7 T T T T T
1 2 3 4  so e 70 8 90 1
Temps

vers E1), (d) lessivage de la deuxiéme espéce (convergence vers ES).

asymptotique local des points d’équilibre. On démontres$ence d’au plus quatre équi-
libres strictement positifs. L'originalité de ce travadlside dans le fait que, par rapport
aux études disponibles actuellement, nous avons mis eer@adcette quadri-stabilité
qui permet, en ne considérant que des conditions initiafEsehtes, d’obtenir des com-
portements qualitatifs trés différents (lessivage d'weedeux ou d’aucune des espéces).

Les simulations numériques illustrent les résultats nratti&ues démontrés.
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