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RESUME. Dans ce papier, nous nous intéressons a l'analyse mathématique et & 'approximation
numérique de I'équation de Galbrun en régime transitoire dans un conduit rigide. Cette équation
modélise la propagation d’'ondes acoustiques en présence d'écoulement. Nous montrons pour un
écoulement porteur uniforme subsonique que ce modéle a une solution unique. En outre, nous pro-
posons une formulation variationnelle régularisée qui se préte a une approximation par éléments finis
de Lagrange.

ABSTRACT. In this paper we are interested in the mathematical and numerical analysis of the time-
dependent Galbrun equation in a rigid duct. This equation modelizes the acoustic propagation in
presence of flow. We prove the well-posedness of the problem for a subsonic uniform flow. Besides,
we propose a regularized variational formulation of the problem suitable for an approximation by La-
grange finite elements.
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1. Introduction

L’équation de Galbrun [1] est une équation linéaire qui décrit la propagation de petites
perturbations dans un fluide en écoulement. Il s’agit d’une E.D.P du second ordre en
temps et en espace qui porte sur le vecteur représentant la perturbation de déplacement
lagrangien &. Ce vecteur représente I’écart entre la position d’une particule fluide dans
un écoulement perturbé et sa position dans I’écoulement d’entrainement et s’exprime en
fonction des coordonnées Euleriennes (x, t).

Les travaux récents sur I’équation de Galbrun ont essentiellement porté sur le régime
périodique établi [2]. En revanche la plupart des études mathématiques et numériques du
probléme de I’aéroacoustique en régime transitoire sont basées sur les équations d’Euler
linéarisées. C’est pourquoi il nous a paru intéressant d’étudier I’équation de Galbrun en
régime transitoire.

Ce probléme présente des difficultés, tant théoriques que numériques. Sur le plan théo-
rique, la difficulté majeure est I’absence d’un cadre fonctionnel naturel pour poser le pro-
bléme. Sur le plan numérique, une résolution directe du probléme, utilisant des éléments
finis de Lagrange pour la discrétisation en espace, est instable.

Nous montrons ici qu’une technique de régularisation analogue a celle qui a été déve-
loppée pour le cas du régime périodique établi permet de lever ces deux difficultés. Nous
pouvons ainsi montrer que le probléme est bien posé et écrire une méthode d’approxima-
tion numérique robuste basée sur :

— une discrétisation par éléments finis de Lagrange en espace,
— un schéma saute-mouton en temps.
La mise en ceuvre de cette méthode a été effectuée a I’aide du code MELINA [6].

2. Position du probleme

Considérons un conduit rigide bidimensionnel de longueur infinie @ = Rx] — d, d]
contenant un fluide compressible. L’écoulement est supposé uniforme, c’est-a-dire que p ¢
et po sont constantes, et que vy = vpe,, avec vy constante (voir figure 1). La perturbation
de déplacement & = (&1, &2) satisfait I’équation de Galbrun adimensionnée :

D¢ . *
Dz V(div§) = f dans Q xRY @h)]
& n = 0 sur 00 xR} 2
ou D, =g+ Mgr, M = ”0 est le nombre de Mach (—1 < M < 1), f est un terme

source et n Ia normale unltalre extérieure a ON).
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On compléte les équations (1)-(2) par les conditions initiales suivantes :

6(07 z, y) = 60(1}, y)v %(Oa z, y) = £l(xa y) (3)

00

09

Figure 1 — La géométrie du probléme

3. Formulation régularisée de I’équation de Galbrun

L’idée de la régularisation, initialement introduite pour les équations de Maxwell, a
été étendue a I’équation de Galbrun en régime périodique établi par A.-S. Bonnet-Bendhia
et al (2001). Nous I’appliquons ici au probléme transitoire.

Rappelons que si w = (u, u,)" est un champ de vecteur, son rotationnel est un scalaire
et est défini par "rotu = Ju,/0xr — du,/Jy", mais si on a un champ scalaire ¢, son
rotationnel noté " rot ¢" est un vecteur 2d donné par " rot ¢ = (9¢/dy, —d¢p/dx)".

Pour f € C*(R*, H(rot, Q)) et en appliquant I’opérateur rotationnel a (1), nous mon-
trons que rot & = v Vérifie :

D% 9% Py 50 .
Dz = o ) M arae M gpr TS s R
’[/)lt:O = ’[/)07 _8t ‘ = wl danS Q

t=0

ol 1y = rot &o ety =rot ;.

On voit que v est solution d’une équation aux dérivées partielles en x et en ¢. La variable
y n’intervient que dans le second membre et les données initiales du probléme (4). Il est
donc possible de déterminer analytiquement ¢ avant de calculer &.

Lemme 1 La solution de I’équation (4) est donnée par :

Tr—a

M

U(x, y, t) = alz—Mt, y)+x [(z—Mt, y)—|—% /Om(a:—a)(rot Hia, y, t— )da

ou « et 3 sont deux fonctions qui ne dépendent que des données initiales o et ;.
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Remarque 1 La vorticité ) peut admettre une croissance linéaire par rapporta x eta¢.
Sans perdre de généralité, on suppose dans la suite que v q, 11 et rot f sont a support
compact dans € et suffisamment réguliers de sorte que la vorticité ¢ est nulle sur les
bords du domaine 952 et appartienta C1(R*, H(rot, Q))

Nous remplacons alors le probleme (1)-(2)-(3) par le probléme régularisé suivant :

D2¢ )
D V(div€) + srot (rot &) = f, dans Q x Ry
rot§ =0 sur 00 x Ry
(%)
En=0 sur 00 x Ry
0
€0, )=&l) S0 )=&0)  dws O

oU s est un parametre positifet f, = f + srot ¢

Ce sont les propriétés d’ellipticité de I’opérateur spatial —V (div ) + srot (rot) (qui
est égal a —A si s = 1) qui permettent de mener I’étude mathématique et I’analyse
numérique du probléme (5) dans un cadre classique.

Il est clair qu’une solution de probleme (1)-(2)-(3) est solution de (5). la réciproque fait
I’objet du paragraphe 4.2.

4. Analyse mathématique du probleme régularisé

4.1. Existence et unicité de solutions fortes
Dans cette partie nous nous intéressons a I’existence et I’unicité de la solution forte du
probléme (5).
On considére I’espace fonctionnel : H := X (Q) x L2(£2)2 ol

X(Q):={¢e€ L*()?/ divE € L*(Q), rot€ € L*(Q) et £ - n=0suroQ },
muni du produit scalaire :

(U, Uy = (dive, dive™) + s (rot &, rot £") + (¢, ¢¥) (6)

avec U — (£,C)', U™ = (€°,¢°) et (¢, c*>=/Qc:-c:*
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Pour appliquer le théoréme de Hille-Yosida, nous introduisons une nouvelle variable
¢ =D¢/Dt. Sionpose U = (&, ¢)*, on peut alors récrire (5) sous la forme suivante :

%3
Wisv =F et M
dt avec AU = ac |
U(0) = Uo —V(div€) + srot (rot &) + M8_
T
€o 0
UO = B et F = ( ) .
£, + L0 f
ox

Le domaine de I’opérateur non borné A , est défini par :

D(As) ={U = (¢, ¢)" e Htelque AU € H et rot& =0 sur 90} .

Théoréme 1 (Existence et unicité d’une solution forte) Si min(1, s) > M2, alors pour
fs € CH(Ry; LE(Q)?) et (&, & + MOE,/0x) € D(As), le probléme (5) admet une
unique solution forte vérifiant :

¢e C*(Ry; (%) NC Ry X(2)NCORy; D(A,)).
La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme suivant :
Lemme 2 L’opérateur A, + AI est maximal monotone pour tout A >
ou I’on rappelle 1a :

Définition 1 Soit (A, D(A)) un opérateur non borné dans un espace de Hilbert H,

(Au, u) >0, VYue D(A)
A est maximal monotone <
A+ I estsurjectifde D(A) — H

DEMONSTRATION du théoréme :

Monotonie : Par définition du produit scalaire (6), nous avons, pour tout U = (&, {)* €
H!

ou

(AU, Uy = (MG Ul + )
(=¢, &) + (div(=(), divg) + s (rot(=C), rot§) +  (8)
(~V(dive), ¢)+ s (ot (rot&), ¢) ©
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En utilisant le caractére antisymétrique du I’opérateur 9,. dans un conduit infini, on peut

montrer que :

ou

(M52

Par suite des formules de Green

LU = —(U, M%—Z)H:O, VU cH. (10)
(v, V) + (divo, ¢) = /8 (€m0 da (11)
(nAv)¢do. (12)

o0

mrm@—@mmwz/

qui sont valables pour tout v € X () et € H'(2), onapourtout U € D(As) :

(¢, V(dive)) + (dive, dive) = /

(¢, rot rot &) — (rot &, rot &) :/

Enfin nous obtenons :

(AU, U)yy = (M) + () +(9) = (=¢, &)

(¢-m) divEdo =0, (car¢-mn = 0surof)
GIy)

(nA¢) rot€& do =0, (car rot& = 0 sur o)
o9

V U € D(4,).

Mais grace & I’inégalité de Young ona (ennotant || - || = (-,-)) :

(AU, U)y + AU, U)

d’ol on déduit que, pour tout \ >

v

—(CG O FAMEN+ AN+ Al divE [*+ As|| ot |
1 1

A=IEF+A =<

1

21

YU e D(A,). (13)

Surjectivité : Nous allons montrer que I’opérateur A ; + v I est surjectif Vv > 0 (on aura
donc en particulier A, 4+ (A 4+ 1) I surjectif pour tout A > %), ce qui revient a trouver une
solution dans D(A) de I’équation : A,U +vU = F,ou F = (f, g)! est un élement
quelconque de H ; ceci équivaut a trouver (€ ,17)¢ € H tel que :

—77+M%+u§=f, feX() (14)
—V(divé)—i—srot(rot&)—i—Ma—n+l/77:g, g€ L*(Q)? (15)
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En remplacant n dans (15) par son expression en fonction de £ obtenue a partir de (14)
nous obtenons :

L&) = —=V(div€) + srot roté—l—MQ%—l—ZVM%—i—yQé (16)
= Ma—f+1/f+g. 17
Ox

Pour montrer I’existence d’une solution de ce probléme, nous appliquons la méme tech-
nique que celle utilisée en régime fréquentiel. Nous voulons donc montrer I’existence
d’une solution du probléme suivant :

Trouver & € H(div, Q)N H(rot, Q) tel que :
L&) = h dans Q (18)

E-n = 0 sur 909

avech = M 0f/0x +vf +g € L*(Q)*.
Grace a la régularité du domaine €2, les espaces :

X(Q) etHy(Q) := {v e (H'(Q))? telque v-n =0}

sont isomorphes [4] et par conséquent la résolution du probléme (18) revient a chercher
une solution dans I’espace H(£2) du probléme variationnel suivant :

Trouver une solution £ dans H () telle que :

(19)
Is(&;m) = b(n), VneHo(),
avec
Is(&, n) =V2/ 5-7]4—/ diveé divn + s rotérotn—MQ% .on +21/M% ‘n
) = [ 1em

Q

Si nous prenons maintenant = &, on trouve :
. 0
(€, &) = vV?[ &) + || divg |*+s]| rot€ > — M| a—i [ (20)

D’apreés un résultat du a Costabel (cf. [3], théoréme 4.1, p. 539), nous avons :

/|div€|2+s|rot£|2 > min(l,s)/ IVER VEe X(Q) 21)
Q Q
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On en déduit alors que

[s(€, &) > v?| € + (min(1,s) — M?)|| V€ |*
Autrement dit, la forme bilinéaire [5(-, -) est coercive dans I’espace de Hilbert Hy(£2)
pour tout M2 < min(1, s).
D’apres le théoréeme de Lax-Milgram, on conclut enfin que I’équation (18) admet une
solution pour tout (£, g) € H et M? < min(1, s).

O
En multipliant I’équation de Galbrun régularisée par la fonction-test v = 0€/0t, on peut
Vvérifier que, si f, = 0, I’énergie associée au probléme (5) :
1 o€ 5 a2 2 2, 9€ o
E,(t) == —= - M= Q 22
(0= [ (1G5 + e + slrorel - 2 3EP) @)

se conserve au cours de temps.

4.2. Equivalence

Dans cette partie nous nous intéressons a I’équivalence entre le probleme régularise (5) et
le probléme initial (1)-(2)-(3). Pour montrer cette équivalence, il suffit de montrer que si &
est une solution du probleme régularisé, alors elle vérifie rot & = ) sur  (la réciproque
étant évidente, par construction).

Notons Qp = Q x [0, T et
H(Qr) = {’u € CH0, T; L*(2)*) n C°(0, T; X()), v(T)= %(T) = 0}

La solution forte & du probléme (5) vérifie pour toutv € H(Q ) :

0%v o€ ov . _ , 0¢ Ov
QT5'W—QM%-E—l—dlvﬁdlvv—f—srotfrotv—M 92 I2
ov 08,
t

[ roorsvroo— [ 6+ [ @250 vl
t=0

Qr

(23)
Considérons alors des fonctions test v de la forme v = rot ¢, avec
# € C?(0, T; H(rot, 2))NC°0, T; H*(Q)N HY(Q))
de sorte que v soit dans H (27). Nous avons donc :

0% rot ¢ o0& OJrot o
oz Mo T

2 0§ Orot ¢
Ox ox

0
. + /Q(g1 + 2M%) - rot ¢|t—o

srot& A¢p — M

6.
Qr

B Jdrot ¢
= [ groto—svas [ ¢ 2
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En effectuant des intégrations par partie en espace on obtient :

/ rotgﬁwM 582¢ + M3y t£—¢—3A¢ rot & (24)
Qr 8.136'&

8rot 50

(rot&; +2M ) ¢li=0  (25)

0
:/QT¢rotf—sAqb1/)—/Qrot£Oa—fto+

Or on sait, d’aprés I’équation (4), que :
DQw D?¢ o¢
| oonors= [ FEo=[ v [w
En remplagant le terme fQT ¢ rot f dans I’équation (25) on trouve que :
D2 D2¢

8(I'Ot €0 - wo) )
Ox

/(1/)1+2M )¢|t 0
t=0

99

- /Q (ot & — o) Plizo,  (27)

+ ((rot & — 1) +2M
t=0

mais comme rot§; = v; (Vv j = 0, 1), le terme (27) est nul et par conséquent, on

obtient :
D2
/QT (rot£ 1/)) <Dt2 3A¢>

V¢ € C*0, T; H(rot, Q))NC°0, T; H*(Q) N HL(Q))

Pour conclure, nous avons besoin du théoréme suivant qui est un cas particulier du théo-
réme 1 p. 670 de [5] :

Théoréme 2 Pour une fonction ¢ € C1(0, T; L*(Q)), il existe une solution unique
by € C2(0, T; L2()) N C1(0, T3 HA(Q2)) N CO(0, T; H2(Q) N HE(K)) vérifiant :

2
D%—sAqbg:g dans Qr
6y(T, ) = %(T, ) =0 dansQ

En choisisant en particulier

g=rotf —Yeté =gy,
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on trouve finalement :

[ trorg—uf* =0,
Qr
d’ol rot & = 4 dans tout 2.

5. Résolution numérique de I’équation de Galbrun

La résolution numérique en conduit non borné pose des questions délicates liées aux
conditions aux limites sur les bords artificiels du domaine de calcul. Cet aspect n’est pas
traité dans cette note. Nous proposons ici une méthode numérique de calcul du champ de
déplacement dans une portion bornée Q;, :=] — L; L[x] — d; d[ du conduit en imposant,
pour simplifier, & = 0 sur les bords artificiels latéraux (x = +L). En effet la solution du
probléme dans le conduit infini vérifie cette condition pour les temps courts.

5.1. Formulation variationnelle régularisée

Nous commencons par écrire une formulation variationnelle du probléme régularisé (avec
min(1, s) > M?). Soit v une fonction test dans X (€2), avec

Xo() :={&€ € H'(Q)?, telsque&-n =0, poury =+deté =0pourz =+1L}.

En multipliant la premiere équation du systéme (5) par v et en intégrant sur le domaine
Qyp, nous trouvons a I’aide de la formule de Green que & Vérifie :

d? d
@ (éa ’U) + E b(&a U) + as(€7 ’U) = FS(U) Voe X(Qb) (29)
avec
as(€, v) = deivé divv + srot £ rotv—MQ%-g—z, (30)
b(¢, v) :/Q 2M % ‘v, (31)
Fi(v) = f-v+siyroto (32)

Qp
5.2. Semi-discrétisation en espace

Soit 75, une triangularisation donnée du domaine de calcul Q, telle que Q, = Uk e, K.
Le paramétre h désigne le pas du maillage. Considérons X ;, I’espace de dimension finie
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2ny, correspondant aux éléments finis de Lagrange P». Nous noterons {w?}f:ﬁj?nh les

fonctions de base de X, avec w§ = w; e, (w; est la fonction de base scalaire corres-
pondant au i °™ noeud et (e, )a=1, 2 st une base orthonormée de R2). On cherche alors
une solution sous la forme suivante :

&) =33 e we

i=1 a=1
de la formulation variationnelle approchée :

2 d
E(&hv ny) + %b(gha NMy) +as(€py M) = (Fssmp) Y1y € X,
(33)
85}1,

£h(0) = Hh&oa W(O) =11,&;

ou IT;, est une projection sur I’espace de dimension finie convenablement choisie.

5.3. Schéma totalement discrétisé

A ce niveau, nous avons obtenu une semi-discrétisation en espace de I’équation de Gal-
brun en écoulement uniforme. Il reste a effectuer la discrétisation en temps. Pour cela,
nous utilisons un schéma aux différences finies, centré, explicite et du second ordre en
temps, dit schéma saute-mouton. On considéere At le pas de temps, et on pose t,, = nAt.
Le schéma s’écrit :

( ;LL+1 B 2&2 +€Z_1 n ) 4 b( Z+1 _52_1
At2 P h At

ou sous la forme matricielle équivalente suivante :

) 77}1,) + aS(&Za nh) = (.fg777h)a V"?h € Xh

Uyttt —oup +upt B uptt —upt
h

M
h At2 2AL

+ A, U} = F" (34)

avec
DU = (¢, & 8, ¢ .8, &),

2) M, est la matrice de masse,

3) Ay, et By, sont les matrices associées respectivement aux formes bilinéaires
as(-, -)etb(:, -),

4) F? est le vecteur source discret a I’instant ¢,,.
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5.4. Energie discréte et analyse de stabilité

L’étude de la stabilité par une technique énergétique consiste a définir une quantité, ana-
logue a I’énergie continue, qui se conserve au cours d’itérations. On cherche ensuite une
condition de type C.F.L pour que cette quantité reste positive et définie énergie.

Définition 2 On définit I’énergie discrete sous la forme suivante :

+1
n &

At

2
'ﬂJFl 1 1 n n
E, *= 5‘ + 5%( h+17€h,)

1 .
Théoreme 3 Si f, = 0, I’énergie discréte E,’Z*? se conserve au cours de temps ie.

n+% n—%
Eh — Eh,

=0, Vn>1.
At ’ "=

DEMONSTRATION :
Nous reprenons la formulation variationnelle discréte sans terme source :

n+1 n n—1 n+1 n—1
—26,+¢ -¢ n
( h At}; h "7h) +b( b Al h "7h) +as(€y,my) =0 Yn, € X,
En choisissant une fonction test de la forme n;, = (&7 — £€77')/(2At), on obtient
alors :
1 pt —52 ’ SZ ¢! ’ n n+1 n n—1
m{‘ S e g - e g =0

Par définition de I’énergie discréte (2), on vérifie aisément que :

A
At o

]
Théoréme 4 La condition de stabilité suffisante pour assurer la convergence du schéma
numeérique (34) est donnée par :

At?
e Il Anll] <1 (35)

avec :

def as(&y,, &
I sup  Clon8n)
erexn—foy &l
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DEMONSTRATION :

Pour que le schéma numérique (34) soit stable, il faut que la quantité E,’f“/z soit une
forme quadratique positive. Or on remarque que :
2
En‘i‘% _ l ;1):+1 B 52 + la ( n+% 7L+%) . At2a ( ;LH_l - Z ;LH_l - 62)
h 2 At 9 S\Sh %k g’ Nt At
d’ol on déduit que :
2
n+l ]_ At2 Z-‘rl — 62 n+l n+l
Eh > 5(1_T |HAh |||) T —l—as( h % h 2)

A partir de cette inégalité nous trouvons la condition suffisante de stabilité (35).

6. Simulations numériques

Nous présentons ici quelques simulations numériques de la propagation acoustique
dans un fluide en écoulement subsonique uniforme, avec . = 5. et d = 2.5
Solution irrotationelle

L’expérience suivante simule la propagation d’un signal émis par une source irrotation-
nelle gaussienne en temps et a support compact en espace, placée au centre du domaine
de calcul dans un écoulement uniforme M = 0.4. Plus précisément on a,

F(z,y,t)=S() Vg(r) (36)

ou

3
—7T2f2(t—t )2 . ( . ’I“2) - .
S(t):{ e st =2t gy (Log)  sirsTo
0 sinon, 0 sinon,

avec fo (10/3) est la fréquence de la source, tg = f—la ro =0.5¢etr = /a2 +y2.

J \

(a) source temporelle S (b) source spatiale g
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Figure 2— Norme euclidienne du déplacementat, = 1.2,t, = 2.4ett3 = 3.3.Cass = 1.

On voit que la source irrotationnelle rayonne dans toutes les directions du plan en étant
convectée dans le sens de I’écoulement. Ainsi le front d’onde aval progresse a la vitesse
14+ M = 1.5 et le front d’onde amont a la vitesse 1 — M = 0.5. Dans la direction
orthogonale a I’écoulement I’onde se propage a la vitesse du son c¢q = 1. et vient de
réfléchir sur les parois du conduit.

Importance de la régularisation

Nous Vérifions ici que la méthode n’est stable que si I’équation est régularisée.

Figure 3 — Norme euclidienne du déplacement & I’instant ¢t = 1. pour s = 1 (& gauche) et
s = 0 (adroite).

Solution rotationelle

Nous réalisons une autre expérience en considérant comme source des données initiales
concentrées au voisinage de I’origine dans un écoulement uniforme M = 0.5 :

£o(x) =0, & (x) = 0.5rot B(z) + 10VE(z), D(x)=e ™ @),

Figure 4 — Norme euclidienne du déplacementat, = 1.2,t, = 2.4ett3 = 3.3.Cass = 1.
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Contrairement au cas précédent, on a ici ¢»(= rot &) # 0. Le but de ce cas est de mettre
en évidence la propagation de deux types de perturbation : la premiére est la partie irro-
tationnelle (qui correspond aux ondes acoustiques) qui se propage (comme dans I’expé-
rience précédente) dans tout le domaine de calcul. La deuxiéme est la partie rotationnelle
(qui correspond aux ondes de vorticité) qui est simplement convectée par I’écoulement et
se manifeste sur la figure 4, par un cercle de rayon constant qui est translaté au cours du
temps. On peut noter que I’amplitudes de perturbation croit linéairement en ¢ et en x (voir
remarque 1).

7. Perspectives

Nous développons actuellement des conditions aux limites absorbantes stables, per-
mettant d’éliminer les réflexions parasites sur les frontiéres artificielles du domaine de
calcul. Nous souhaitons étendre par la suite la méthode au cas d’un écoulement non uni-
forme. Ceci souléve de nouvelles difficultés liées au couplage induit entre I’acoustique et
I”hydrodynamique, qui se traduit par le fait que v ne peut plus étre calculé a priori.
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