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RESUME. On considére un processus stochastique commandé bidimensionnel défini par un en-
semble d’équations différentielles stochastiques. Contrairement a la formulation la plus fréquente,
les variables de commande apparaissent dans les variances infinitésimales du processus, plutét que
dans les moyennes infinitésimales. Le jeu différentiel prend fin lorsque les deux processus sont égaux
ou que leur différence est égale a une constante donnée. Des solutions explicites a des probléemes
particuliers sont obtenues en utilisant la méthode des similitudes pour résoudre I'équation aux déri-
vées partielles appropriée.

ABSTRACT. A two-dimensional controlled stochastic process defined by a set of stochastic differential
equations is considered. Contrary to the most frequent formulation, the control variables appear only
in the infinitesimal variances of the process, rather than in the infinitesimal means. The differential
game ends the first time the two controlled processes are equal or their difference is equal to a
given constant. Explicit solutions to particular problems are obtained by making use of the method of
similarity solutions to solve the appropriate partial differential equation.
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1. Introduction

Soit X (¢) un processus de diffusion commandé unidimensionnel défini par 1’équation
différentielle stochastique

dX(t) = F(X(2)) dt + {Ju()| v(X () }/2dW (1) (1]
ol f(x) et v(x) sont des fonctions positives si > dy, et W (t) est un mouvement brow-

nien standard. Dans [2], I’auteur a considéré le probleme de minimiser 1’espérance ma-
thématique de la fonction de cofit

7(x)
J(z) = / [3a(X (1)) + A] dt + K[X(7)] 2]

ou A est une constante réelle,
7(z) =inf{t > 0: X(t) € {d1,d2}|X(0) =z € [dy,ds]} [3]

et le colt final est donné par

xxel={ g S

ol K est une constante positive.

Dans le cas ou la constante \ est positive, I’objectif est de faire en sorte que le proces-
sus commandé X (¢) quitte I’intervalle [d1, do] aussitdt que possible, tandis que, lorsque
A < 0, on cherche & maximiser le temps de survie dans I’intervalle [d, d2] (en tenant
compte des colits de commande quadratiques dans les deux cas, et également lorsque
A = 0). Ce type de probleme est une modification des problemes que Whittle (voir [3] ou
[4]) a appelés LOG homing.

Dans le présent article, plutdt que de considérer un probléme de commande optimale
stochastique en une dimension, nous voulons trouver la solution d’un jeu différentiel sto-
chastique. On définit le processus de diffusion commandé bidimensionnel (X (t), X2(t))
par les équations différentielles stochastiques

d
0 [4]

dX;(t) = a;(Xi(t) dt + {Jui(t)| vi(X;(t)) '/ 2dWi(t) [5]

pour i = 1,2, ot Wy (t) et Wa(t) sont des mouvements browniens standards indépen-
dants. La fonction a;(-) est maintenant une fonction réelle, donc pas nécessairement po-
sitive.

Remarque. 1l est A noter que c’est la variance infinitésimale de (X (t), X2(t)) qui dé-
pend de la commande, plut6t que sa moyenne infinitésimale, comme dans la formulation
classique. Une raison importante pour laquelle les auteurs supposent généralement que la
variable de commande agit uniquement sur la partie déterministe de 1’équation différen-
tielle stochastique est que cela conduit a une solution plus facile a calculer. Cependant,
il est logique de supposer que le fait d’exercer une certaine commande sur un processus
augmente ou diminue sa variance infinitésimale. Ainsi, dans la formulation ci-dessus, si
u;(t) = 0, alors le processus (X1 (t), X2(t)) est purement déterministe, tandis que dans
le cas classique, le fait de choisir u;(¢) = 0 implique que (X7 (t), X2(t)) demeure un pro-
cessus de diffusion bidimensionnel. L’équation (5) peut étre plus réaliste dans plusieurs
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applications. Naturellement, on pourrait aussi considérer le cas ol les variables de com-
mande u;(t) influencent  la fois la moyenne et la variance infinitésimales du processus.

On désire trouver les valeurs des variables u;(t) qui optimisent I’espérance mathéma-
tique de la fonction de cofit

T
J(x1,22) = /0 N+ ud(t) —ud(t)] dt + K[X1(T), Xo(T)] [6]

ou, comme dans le cas unidimensionnel, \ est une constante, et le cofit final est

K[X,(T), Xo(T))] ={ 2 :: Qg; :2%

ol k est une constante positive. De plus, le temps final T = T'(x1, z2) est une variable
aléatoire :

0
g [7]

T(l’l,xg) = inf{t >0: Xl(t) — Xg(t) =0 ou d|Xl(0) = xi} [8]

ou I’on suppose que 0 < x1 — x5 < d. C’est-a-dire que le jeu prend fin lorsque ’'un
ou I’autre de deux événements se produit pour la premiere fois : les deux processus sont
égaux, ou bien leur différence est égale a la constante d.

Dans un jeu différentiel, il y a deux optimiseurs; le premier (a I’aide de la variable
u1(t)) veut minimiser I’espérance mathématique de J, tandis que le deuxiéme (a 1’aide
de us(t)) essaie de la maximiser. Lorsque le paramétre \ est positif, le premier optimiseur
désire que le processus X (t) rejoigne le processus X (t) aussitot que possible, tandis que
le deuxieme optimiseur veut que X(t) s’échappe le plus longtemps possible. Les deux
optimiseurs doivent bien siir tenir compte des cofits de commande quadratiques.

Dans le cas ou A < 0, le premier optimiseur doit faire un compromis entre la récom-
pense donnée pour le temps de survie du processus dans I’intervalle (0, d), et les cofits de
commande quadratiques et le coit final k imposé si X1(T) — X2(T') = d. De méme, le
deuxieéme optimiseur doit prendre en considération le fait que la récompense donnée pour
le temps que X () — X2 (t) passe dans I’intervalle (0, d) peut étre supérieure au coiit final
k.

Enfin, lorsque A = 0, le temps que le processus commandé passe dans la région de
continuation n’est ni pénalisé ni récompensé directement. Cependant, si u;(t) # 0, il est
avantageux pour les deux optimiseurs que le jeu se termine le plus rapidement possible.

Dans la prochaine section, les solutions optimales «; de notre probleme seront expri-
mées en fonction de la fonction de valeur. Dans la section 3, des valeurs optimales de u
et ug seront calculées explicitement dans deux problémes importants en utilisant un cas
particulier de la méthode des similitudes pour résoudre I’équation aux dérivées partielles
appropriée. Enfin, nous terminerons ce travail par quelques remarques.

2. Commandes optimales
Pour résoudre notre probleme, nous considérons
F(xy1,22) = min max E[J(x1,22)] 9]

uy(t) us(t)
0<t<T 0<t<T
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On suppose que la fonction de valeur F', qui donne la valeur optimale de I’espérance
mathématique de la fonction de colit J(x1, z2), existe et est deux fois dérivable par rap-
port a 1 et xo. On peut facilement montrer (en généralisant les résultats dans [3]) que F’
satisfait a 1I’équation de programmation dynamique

2
1
A+l —ud+ Z (aiFg:i + §vl|uZ|FIm> [10]

i=1

0 = min max
ul u2

ou les variables u;, a; et v; sont les valeurs des fonctions correspondantes évaluées a
Iinstant initial 0 : u; = u;(0), a; = a;(X;(0)) et v; = v;(X;(0)), pour i = 1, 2. De plus,
F F

Fpy = 55 et Frpu, = gﬁ.
On peut immédiatement énoncer le résultat suivant.

Lemme 2.1 Si F), ., est non négatif, alors u; = 0. De méme, dans le cas o Fy,,, <0,
ona:us=0.

Les solutions ne sont pas triviales lorsque F}.,,, < 0ou Fy,,, > 0.

Proposition 2.1 Si [’on suppose que la fonction F' existe et est deux fois dérivable par
rapport a x et xa, alors les commandes optimales sont données par

1
uj = _Zvlme si Fppny <0 [11]

et 1
uy = ngme si Frpyy >0 [12]

Preuve I1 suffit de remarquer que, puisque u; n’apparait qu’au carré ou en valeur absolue
dans I’équation (10), on peut supposer que u; > 0. Le résultat découle alors immédiate-
ment de (10), par dérivation. [ |

Il est aisé d’obtenir les solutions optimales en fonction de F'. Cependant, il n’est pas
aussi facile de trouver des solutions explicites pour des problémes particuliers importants.

Etant donné que la fonction de coiit final ne dépend que de la différence entre les
variables, nous allons supposer que

F(x1,22) = G(2) [13]
ol z = x1 — z2. Notons que cela implique que
F.’l:1.’l?1(x17x2) = Fa:za:z(xlax2) = G”(Z) [14]

Par conséquent, on ne peut pas avoir a la fois F,,,, < 0 et F,,, > 0.1l s’ensuit
que I’'une des deux commandes optimales sera nulle, tandis que 1’autre sera strictement
positive. Dans le cas ol F, 5, et F,,,, sont négatifs, en substituant (11) dans 1’équation
de programmation dynamique, on trouve que I’on doit résoudre 1’équation aux dérivées
partielles

2
1 2 12
A — 1—61;1le11 + ;aFT -0 [15]
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Les conditions limites sont

0 sixl—xgzo

F(xlaxQ):{ k Si.l‘l—.l‘gzd [16]

ol d > 0. Sous I’hypothése F'(z1,z2) = G(z), cette équation est alors transformée en
I’équation différentielle ordinaire (non linéaire)

2
A= TG ) + (1 — )G () = 0 [17]

et les conditions limites deviennent G(0) = 0 et G(d) = k.

Notons que pour que cette hypothése puisse étre valable, il faut au moins que les
coefficients des dérivées G’(z) et G”(z) s’expriment aussi en fonction de la variable de
similitude z. Cela est bien siir possible, en particulier, si v; et a; sont des constantes,
pour ¢ = 1,2. Dans la prochaine section, nous verrons que cette technique de résolution
d’une équation aux dérivées partielles nous permet effectivement d’obtenir des solutions
explicites dans deux problémes importants.

Dans le cas ot les dérivées partielles Fy,,, sont positives, pour ¢ = 1,2, on trouve que
I’équation a résoudre est

2
A+ 2 (G ) + (01— )G () = 0 [18]

(et les conditions limites sont les mémes).

Remarque. Nous allons trouver des solutions exactes a nos problemes en utilisant la mé-
thode des similitudes. Théoriquement, il pourrait exister d’autres solutions que celles que
nous allons obtenir, puisque nous ne considérons pas le probleme de I’unicité des solu-
tions.

3. Solutions explicites
Cas I. Supposons d’abord que a;(X;(t)) = 0 et v;(X;(t)) = 1, de sorte que
dX;(t) = {|ui (1)} 2aWi (1) [19]

En prenant u;(t) = 0, pour ¢ = 1,2, on aurait : X;(t) = x; pour tout ¢ > 0. Comme on a
supposé que 0 < x1 — x2 < d, on peut conclure que T'(x1,x2) = oo et que

E[J(z1,22)] = AE[T(x1,22)] = A X 00 [20]

Cela pourrait étre la solution optimale (triviale) si les deux optimiseurs cherchaient a
maximiser (si A > 0) ou a minimiser (si A < 0) E[J(z1,z2)]. Cependant, ici les
deux optimiseurs ont des objectifs opposés et la solution optimale n’est pas (en géné-
ral) u;(t) =0, pouri = 1, 2.

Remarque. Nous avons affirmé que les cas particuliers que nous considérons sont des
problemes importants. Cette affirmation est justifiée par le fait que si u;(t) = 1, alors
(X1(t), X2(t)) est un mouvement brownien standard bidimensionnel (voir [1], par exem-
ple). De facon plus générale, si u;(t) est une constante (non nulle) quelconque, alors
(X1(t), X2(t)) est un processus de Wiener (bidimensionnel). Il s’agit du processus de
diffusion le plus important pour les applications.
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a) Si I’on suppose que G”'(2) est strictement négatif, on doit résoudre
1 2
A — —[G” = 21

de sorte que

G (z) = —4VA [22]

Théoriquement, le parametre A peut prendre n’importe quelle valeur réelle. Cependant,
ici on voit que 1’on doit choisir A plus grand que zéro. C’est-a-dire que 1’on doit pénaliser
le temps que le processus passe dans I'intervalle (0, d) avant de frapper ’une ou I’autre
des frontieres.

De Ia, la commande optimale u] est donnée par

ut = —iG”(z) =V [23]

Ainsi, la commande optimale est constante dans ce cas.
On peut aussi calculer explicitement la fonction de valeur F'(z1,x2). On trouve que

F(x1,22) = =2V (21 — 22)? + (k + 2&%)@ [24]
pour 21 — z2 dans intervalle [0, d].
b) Lorsque G”'(2) est strictement positif, on a :
1
M @@ =0 = G"(z)=4V-) [25]

ol I’on doit maintenant supposer que A est négatif. Cela signifie que 1’on doit donner une
récompense pour le temps que le processus passe dans la région de continuation (0, d)
avant de frapper 1’une ou I’autre des frontieres.

On déduit alors que la commande optimale u5 est

uy = iG”(z) =v-A [26]

et

F(x1,29) = 2V=A(x1 — 22)* + (k — dez)w [27]

pour0 < x; — o < d.
Remarques. i) Lorsque a;(X;(t)) = 0 et v;(X;(t)) = 1, I’équation aux dérivées partielles
(15) devient :

I oo 1 o
A 16Fm1“_0 ou )\+16Fm2m2

Cette équation peut en fait étre résolue sans utiliser la méthode des similitudes.

=0 [28]

ii) Il est logique que w5 soit nul lorsque le parametre A est positif, car le deuxieme op-
timiseur cherche a maximiser la valeur de 1’espérance mathématique de la fonction de
coftit. Etant donné que le temps passé dans I’intervalle (0, d) est pénalisé dans ce cas, il
est préférable que le deuxiéme optimiseur fasse en sorte que le processus X2 (t) ne bouge
pas de sa position initiale zo. Inversement, si A est négatif, alors le premier optimiseur
devrait essayer de prolonger le jeu le plus longtemps possible, d’ou le choix de u] égal a
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0, afin que X (¢) ne bouge pas d’ou il se trouve au départ. Notons qu’ici le fait d’utiliser
une valeur non nulle de w;(t) n’a pour effet que d’augmenter la variance de X;(t), aug-
mentant en méme temps la probabilité que le jeu se termine rapidement. En effet, si, par
exemple, u;(t) = k; > 0, pour i = 1,2, alors X;(¢) est un processus de Wiener de para-
meétres infinitésimaux 0 et k;. De plus, X1 (t) — Xo(¢) est aussi un processus de Wiener,
de paramétres infinitésimaux O et k; + ks. Or, on trouve que I’espérance mathématique
de la variable aléatoire T'(x1, z2) dans ce cas est donnée par

2(1‘1 — 1‘2)

E[T(l‘l,l‘Q)] = ]{J] + ]{JQ

[d — (x1 — xg)] pOLlI‘O S r1 — T2 S d [29]

Ainsi, on peut effectivement affirmer que plus k; et ks sont grands, plus le temps moyen
que dure le jeu est court.

iii) On peut se demander pourquoi les commandes optimales ne dépendent pas de la
constante k. La raison est que, dans ce cas particulier, les moyennes infinitésimales des
processus X; () sont nulles. Supposons, comme dans la remarque précédente, que u; (t) =
k; > 0, pour ¢ = 1, 2. On peut montrer qu’on a alors :

PIX1(T) — Xo(T) = d] = % pour0 < z1 — z2 < d [30]

On voit que la probabilité que le jeu se termine avec X (t) — Xo(t) = d ne dépend que de
la valeur de X (0) et X2(0). Il ne sert donc a rien d’essayer d’augmenter (ou de diminuer)
cette probabilité en utilisant des valeurs plus ou moins grandes de wu;(t).

Cas I1. Nous pouvons généraliser le cas précédent en supposant maintenant que a; (X (t))
= p; et v;(X;(t)) = 02 (> 0). Siw;(t) = 1, alors (X1(t), X2(t)) est un processus de
Wiener bidimensionnel dont les paramétres infinitésimaux sont y; et o2, pour i = 1,2.
Par souci de simplicité, nous ne considérons que le cas particulier suivant :

oi=05=1, m=0, pp=1 d=1 [31]
a) Si I’on suppose que G”(z) < 0, I’équation (17) devient alors
1 " 2 ’
A= lG RN = G(z) =0 [32]
Cette équation différentielle ordinaire non linéaire possede la solution
4 3 2 2
G(z) = _§Z —4er12° + ()\—401)Z+62 [33]

ol ¢; et ¢y sont des constantes. La condition limite G(0) = 0 implique que c2 = 0; on
déduit alors de I’autre condition, G(1) = k, que

1 1 A+k]Y?
a=-5%* [_E T] [34]
Notons que 1’on doit avoir :
1 1
/\+k—§20 — )\2§— [35]
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De plus,ona:
G"(2)=-82—-8c1 <0 Vz€0,1] = ¢ >0 [36]
Il s’ensuit que 1’on doit choisir le signe “+” dans 1’équation (34) et que

1 1 A+ E]Y? 4
{ m+—z—} >0 = A>g—k [37]

Comme nous avons fait I’hypothése que la constante k est strictement positive, on peut
conclure que le parameétre A peut maintenant étre négatif, si k& > 4/3. On peut donc
pénaliser, jusqu’a un certain point, le temps que le processus passe dans I'intervalle (0, 1).
D’un autre cdté, on peut affirmer que le coiit k imposé lorsque le processus (X1 (t), X2(t))
est absorbé en X (t) — Xo(t) = d doit étre supérieur & 4/3 moins le parametre \.

La commande optimale u] est donnée par

uj =8(x1 —x2 + 1) [38]

ce qui est effectivement positif pour 1 —z2 € [0, 1], car ¢; est positif. Donc, la commande
optimale est maintenant linéaire en 1 — x5 plutdt qu’une constante comme dans le cas 1.

b) L’équation 2 résoudre si G”(z) > 0 est (voir (18))
1
A+16m%@f—G%@:0 [39]

On trouve que
4
G(Z) = §2;3—|—4012;2—|— (A+4C%)Z+CQ [40]

Comme ci-dessus, on déduit de la condition limite G(0) = 0 que la constante co est nulle,
et alors G(1) = k implique que

1 1 A+ k]2
41
[12+ - ] [41]
Pour que G’ (2) soit effectivement positif pour tout z € [0, 1], il faut que la constante c;
soit positive. Il s’ensuit que I’on doit choisir le signe “+” dans 1’équation ci-dessus.
De plus, dans ce cas, on trouve que la condition

4
A<k— < 42
< 3 [42]

doit étre vérifiée pour que la solution obtenue soit valable. Donc ici le parameétre A peut
étre positif, si & > 4/3.
Enfin, comme précédemment, la valeur optimale de la commande us est

uy = 8(x1 — X2 + 61) [43]

Remarque. Si I’on pose que u;(t) = 0, pour ¢ = 1,2, alors les processus X (t) et Xo(t)
sont tels que
Xm(t) =0 — Xl(t) :Xl(O) =T [44]
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et
dXQ(t) =dt = XQ(t) = XQ(O) +t=x0+t [45]

pour tout ¢ > 0. On déduit de I’hypothése 0 < x; — x5 < 1 que T'(x1,22) = &1 — 22 et
que X1(T) — Xo(T) = 0, de sorte que K[X1(T"), Xo(T)] = 0. Il s’ensuit que
J(x1,22) = NT(z1,22) = Mx1 — 22) [46]

Puisque T'(z1, z2) devient une variable déterministe dans ce cas, on peut aussi écrire que
E[J(z1,z2)] = M(z1 —x2). On voit que cette solution n’est pas la solution optimale (voir

(33)).

4. Conclusion

Nous avons obtenu des solutions analytiques d’un jeu différentiel stochastique. Les cas
particuliers traités peuvent étre considérés comme des processus de Wiener commandés.
Il s’agit de processus qui apparaissent dans de trés nombreuses applications. Le processus
de Wiener est en fait le processus de diffusion de base.

Le jeu différentiel considéré prenait fin dés que la différence entre les deux processus
commandés devenait nulle ou égale a une constante positive d. Comme suite de ce travail,
on pourrait essayer de résoudre des probléemes pour lesquels, par exemple,

K[X\(T), X2(T)] = { 2 il QEQ _ g(;i(T%) v
T(x1,29) = inf{t > 0: X1(t)/X2(t) = 1 ou ¢| X;(0) = zi} o

ol 1l < x1/xz9 < c. Ainsi, plutdt qu une région du plan située entre deux droites paralléles,
la région de continuation serait la partie du plan comprise entre deux droites qui se croisent
a ’origine. On rechercherait alors des solutions de la forme

Flar, ) = H (ﬂ) [49]

x2
On pourrait aussi remplacer I’équation différentielle stochastique par
dX(t) = a; (Xi(8)) dt + {uf (1) vi(X (D) }/2aWi (1) [50]

et la fonction de cofit par

T
S, 22) = /O [\ + i (t) — us(t)] dt + K[X1(T), Xo(T)] [51]

Finalement, on pourrait essayer d’autres techniques, comme la méthode de séparation
des variables, pour résoudre 1’équation de programmation dynamique.
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