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RESUME. Notre objectif est d’analyser un probléme de contréle frontiére de I'équation de la chaleur définie avec une
condition de Dirichlet dans L?. Nous proposons une approche variationnelle adéquate au probléme de contrdle frontiére.
Afin de prendre en compte la condition de Dirichlet, nous adoptons une procédure de pénalisation et nous étudions la
convergence de la solution optimale pénalisée vers celle du probléme initial. Un test numérique est discuté pour valider
la convergence.

ABSTRACT. Our goal is to give a detailed analysis of an optimal control problem where the control variable is a rather
boundary condition of Dirichlet type in L2. We focus on establishing an appropriate variationnel approach to the optimal
problem. We use the penalization method for the boundary control problem and we study the convergence between the
penalized and the non-penalized boundary control problem. A numerical result is reported on to validate the convergence.
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1. Introduction

Les probléemes de contrdle optimal occupent une place prépondérante dans plusieurs themes de la phy-
sique. En effet, agir sur une équation aux dérivées partielles a travers la minimisation d’une fonctionnelle
coflit afin d’amener I’état du systeme a un état prédéfini est un souci permanent dans I’ingénierie. Nous
étudions dans ce travail, un probleme de contrdle frontiere qui consiste 2 minimiser une fonctionnelle cri-
tere, dépendant d’une observation terminale de la solution du probléeme de la chaleur avec une condition
de Dirichlet peu réguliere dans L?(frontiere). Ce probléme a été étudié par 1. Lasiecka et R. Triggiani
[16] utilisant la théorie des semi-groupes et les opérateurs de Ricatti. L’apport de notre travail réside es-
sentiellement en une analyse claire et simple développée dans la section 2, en se basant sur une approche
variationnelle standard. Le but étant de généraliser cette approche a un probleme de contrdle optimal régi
par I’équation de Burgers [21]. Cette approche variationnelle nous semble mieux adaptée et surtout plus
facile a généraliser au cas non linéaire. L’une des difficultés courantes lorsqu’on est confronté a des pro-
blemes de contrdle optimal frontiere ou la variable contrdle est une donnée de Dirichlet, est la prise en
compte efficace de celle-ci dans un code de calcul. La Transformer en une condition de type Robin par
Iintroduction d’un parametre de pénalisation est un recours élégant pour surmonter la difficulté, en parti-
culier pour des données au bord peu régulieres. Cette technique de pénalisation a été introduite par Babuska
[2]. Pour I’équation de Laplace, un résultat de convergence faible de la solution pénalisée vers la solution
non pénalisée a été établi par ([2], [6] et [12]). Plus récemment, Costabel et Dauge [9] ont établi un déve-
loppement asymptotique de la solution de I’équation de Laplace pénalisée lorsque la donnée de Dirichlet
est peu réguliere. D’autres travaux sur la technique de pénalisation ont été effectués comme par exemple
ceux de [18] et [19] pour les équations hyperboliques et [4] pour les équations paraboliques linéaires. La
méthode de pénalisation a été adoptée pour les problemes de contrdle optimal frontiere (de type Dirichlet)
dans divers travaux comme ([13], [15], [1], [3]....) .

Ce travail traite les difficultés théoriques et numériques du probleme de contréle optimal de 1’équation
de la chaleur linéaire définie avec une condition de Dirichlet et de la méthode de pénalisation qui lui est
associée. Le plan du papier s’articule comme suit : Dans la section 2, nous étudions le probléme de contrdle
Dirichlet en se basant sur le principe variationnel dii a [10] et nous proposons un cadre variationnel adéquat
au systeme des conditions d’optimalité. Pour cela, nous écrivons en utilisant la méthode de 1’adjoint les
conditions d’optimalité dont dérive un systeme mixte que nous analysons grice a la théorie de Brezzi-Fortin
[8]. Dans la section 3, la condition de Dirichlet est pénalisée par une condition frontiere Robin faisant
intervenir un parametre censé tendre vers zéro. Nous étudions le probleéme de contrble pénalisé et nous
écrivons un systeme mixte vérifié par I’état optimal et 1’état adjoint & partir des conditions d’optimalité. Le
coeur de cette section concerne 1’étude de la convergence forte de la solution optimale pénalisée lorsque le
parametre de pénalisation tend vers zéro. Dans la section 4, un test numérique est illustré afin de conforter
la méthode de pénalisation.
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2. Probleme de Controle Dirichlet

Nous nous proposons de minimiser une fonctionnelle objectif J qui dépend de I’état y solution de
I’équation de la chaleur avec une condition aux limites de type Dirichlet peu réguliere qui représente la
variable contrdle (u € L*(X)). Nous considérons un domaine borné 2 de R? a frontiére réguliere I', T' est
un réel > 0 et le probleme de contrdle frontiere suivant :

(Pr): min J(y,u) (1]

uEVad
ol y est solution de :

oy _

Ay = 0 dans @ =02x]0,T7,
Yy = u sur ¥ =TIx]0,T7,
y(0,.) = 0 dans €,

avec J la fonction objectif définie par :

T(y,u) = %/Q(y(T) —yr)’ + %/Zuz [3]

et yr est une fonction donnée dans L?(). L’espace V4 intervenant dans (1) est défini par :

Vaa = {u € L*(2), yu(T) € LX) | 141

et est muni de la norme :
1

2
lllvas = (el + (DI 2e))

ol y,, est I’unique solution de (2) associée a la commande u sur X. Avant d’entamer I’étude du probleme
de contrdle (1), nous nous intéressons aux équations qui constituent les contraintes de notre probléme.
Nous adoptons une formulation variationnelle qui donne un sens mathématique précis a 1’équation de la
chaleur lorsque u est dans L?(X). La fonction y est dite solution faible de 1’équation de la chaleur si elle
est solution du probléme :
Cherchery € L*(Q) telle que :
0z 0z
/ y(——= — Az) dadt = —/ u—dx, Vze€ Hr(Q), [5]
Q 6t » 677/

ot Hr(Q) = {z € H(Q) avec 2(T)= 0} et H(Q) = L2(|0, T[; HX(Q)NHL (Q))NH (J0, T[; L*(Q)).

0
En s’appuyant sur la référence [20], I’opérateur (—E — A) réalise un isomorphisme de I’espace Hr(Q)
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dans LQ(Q). Grice au lemme de Lax-Milgram, nous établissons I’existence, I’unicité et la stabilité de la
solution y € L?(Q) du probleme (5). De plus, y € C([0,T]; H~1(Q)) et vérifie (cf. [20]) :

lylleqo,m;m-1 ) + lWllzz@) < Cllullzx), (6]
ol C' est une constante > 0.

La particularité du probléeme optimal (P7) est étroitement liée a 1’expression de la fonction objectif.
Dans le cas qui nous intéresse I’expression de .J fait apparaitre la norme L?(Q) de y(T'). Cette régularité
n’est pas forcément acquise pour u quelconque dans L?(X), puisque la solution y de I’équation (5) n’est
pas nécessairement dans C'([0,T]; L?(£2)) (cf. [20]). Ceci nous amene 2 restreindre I’espace des contrdles
admissibles a V4 défini par (4).

2.1. Conditions d’Optimalité

Le probléeme de minimisation (P7) est strictement convexe et coercif, il admet une unique solution
U € V,q, vérifiant :

/(gj(T) —y1)y,(T) dx +/ av dX =0, Yo € Vg, [7]
Q )

ol ¢ (resp. y,) désigne la solution de (5) associée a @ (resp. v).

En utilisant par exemple le lagrangien du probléme (P7), nous pouvons déduire le systeme d’optimalité
associé a (Pr) vérifié par le couple état optimal et état adjoint (, p) avec 4 = %. En éliminant a, le
couple (7, p) est solution du probléme mixte :

Chercher (,p) € L*(Q) x W(Q) telle que

op 0 0
<3—%8—Z>L2 oy F OO 2O ooy + (=5p = 820) | = —r 2 (D)), V2EHQ) g
P _ _ .
(_E - Apv q)L2(Q) - 07 Vq € LZ(Q)a
o, W(Q) = {z € L2(0, T[; HL(Q)) n H(J0, T[; H~1(R)); % € L3(Y), a—i +Az€ L?(Q)}, muni

de la norme suivante :

. 0z . 0z
”Z“%/V(Q) = ||Z(T)||i2(9) + ||%||i2(2) + ||§ + AZ“%Z(Q)‘
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Remarque 1 Le probleme mixte (8) peut étre écrit formellement sous la forme :

5 Ap = 0 dans Q,
p = 0 sur X,
ﬁ(Tv ) = ﬂ(T) —yr dans Qv
op _
- = a sur 3, [9]
o9 on
AN =
o 0, dans Q,
g = u sur 3,
g(0,.) = 0. dans Q.

Notons qu’il n’est pas admis que le probleme (8) admette une solution unique. Pour cela, nous proposons
dans ce qui suit un nouveau cadre fonctionnel en modifiant I’espace des fonctions test dans le systéme (8).
En effet, afin de garantir I’existence et I’unicité, 1’espace H.(Q) est remplacé par W (). Nous construisons
une solution du probléme (8) que nous notons par (7, p). L’étude de ce nouveau probleme est traitée au
théoréme 1. Une question naturelle qui se pose, est de savoir si le couple (7, p) ainsi construit nous conduit
a retrouver le contrdle optimal @ solution de (7), en choisissant & = %. La réponse a cette question reste
a notre connaissance ouverte. Une réponse partielle sera donnée dans la suite (voir Lemme 1).

Théoreme 1 Pour yr € L?(Q), le probleme mixte suivant : chercher (ij,p) € L*(Q) x W(Q) tel que :

op 0z 0z

(_87(19’_871)L2(2) + (0(T),2(T)) 2 () + ( T Az’g)m(Q) = =, 2(T)) 2, V2 € W(Q)
p - 2
_9P A Vge I2(Q) =0

admet une solution unique vérifiant :
7llz2(0) + IBllw (o) < CllyrllL2(0),

out C est une constante > 0.

Preuve: Nous notons par a(.,.) et b(.,.) les deux formes bilinéaires qui apparaissent dans le probleéme
mixte (10) définies respectivement sur W (Q) x W(Q), W(Q) x L*(Q),

_ ,0p 0z
a(p,z) = (a_n’ %)m@) + (1), 2(T)) 120
op
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Ainsi, le probleme mixte s’écrit sous la forme suivante :

chercher (7, p) € L?(Q) x W(Q), tel que :
a5, 2) + b 5) = —(ur,2(T)) paeys V2 €W(Q), (1)
b(p,q) =0, Vg€ L*Q).

En suivant la référence [8], nous avons besoin de vérifier la condition inf-sup suivante sur b(., .) :

b(z,
sup LG > Cllqllz2(q)- [12]

sew () lzllw@)

L’espace Hr(Q) s’injecte dans W (Q). Alors,on a:

b(z,q)
sup
zew () lIzllw@)

>(C sup M [13]

T ew(@ s

0
L’inégalité (12) découle en choisissant ¢ = gz + Az dans I'expression de la forme bilinéaire b(.,.)

ot

0 A
et du fait que I’opérateur : g + A réalise un isomorphisme de I’espace Hr(Q) vers L?((QQ). Ainsi, nous

remarquons une équivalence entre les normes : ||% + A - ||L2(Q) et] - ||7-LT(Q) sur I’espace Hr(Q).
b(z,q lall7-
aup 2D (T Gy
zew(@) lzllw(@) 12l 2 ()

Par ailleurs, soit I’espace Wy (Q) défini par :

Wo(Q) = {z cW(Q), %+Az:0} [14]

muni de la norme : 9
2@ = 12Dz + 15172 (x)-
Nous remarquons que 1’espace qui représente le noyau de la forme bilinéaire b(., .) est tel que :

Kerb = Wy(Q).

Ainsi, la forme bilinéaire a est une forme définie positive sur Wy (@), celle ci représente le produit
scalaire sur Wy (Q).
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De plus, le noyau de la forme transposée de b est tel que :
Kerd' ={geI1*@Q), bza=0 vzew(@}={o}.

En se basant sur la référence [8], le probléme mixte admet une solution unique (7, p) € L?(Q) x W (Q).
O

Nous donnons a présent un probleme variationnel en p, en éliminant ¢ du systeme mixte (10), qui sera utile
dans la suite pour la convergence de la méthode de pénalisation.

chercher p € Wy (Q)tel que

op 0z [15]

3_n7 a_n)LZ(E) + (ﬁ(T)aZ(T))[P(Q) = _(yTvz(T))L2(Q)7 Vz € WO(Q)y

(

ol Wy (@) est I’espace donné par la relation (14).
Ce probléme admet trivialement une solution unique par simple application du lemme de Lax-Milgram. De
plus p vérifie :

1Dl () < Cllyrllz(e)-

Remarque 2 Notons qu’un résultat d’unicité de la solution (§, p) du probléme (8) permetterait de retrou-
ver le contrdle optimal 4 = % et par suite une équivalence entre le probleme des conditions d’optimalité
(7) et le systeme mixte (8). Toutefois, nous avons le résultat suivant :

on
Lemme 1 Soit (§,p) la solution du probléme (10). Alors 4 = £ est dans Vg et vérifie :

[ @@ = yu@) do+ [avas =0, wweD(), [16]
Q »

oit D(X) désigne I’ensemble des fonctions C*° (X)) a support compact.

Preuve: Soit i solution du probleme (10), alors elle est solution de :

% — Ag = 0 dans Q == QX]07T[7
_ op
Y = —_ Sur 27
on
7(0,) =0 dans (Q,

0z
et par suite pour tout z € H(Q) vérifiant 5 Az =0 dans @, nousavons :

_ op 0z
(1), 2(T)) g-1(9),H1(2) = —(%’ %)LZ(Z)' [17]
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Par ailleurs de la formulation faible (15), nous obtenons :
@), 2(T) g-1(0),m11(2) = /Q(yT +p(1))z(T),  VzeH(Q)NWo(Q).

Ainsi, grdce a 'isomorphisme que réalise I’application trace a Iinstant final de I’espace H(Q) N Wy (Q)
a valeurs dans HE (2), nous déduisons que :

g(T) =yr + ﬁ(T)a dans LQ(Q)a

ce qui prouve que U € Vyq.
Il nous reste a montrer (16). Soit v € D(X) et y,, la solution du probléme :

a(;Jtv - Ay, = 0 dans@Q =02x]0,T7,
Yo = v surd,
Y (0,.) = 0 dans (.

En multipliant la premiere équation du probléme ci-dessus et en intégrant par parties, nous obtenons la
relation (16). O

3. Probleme de Controle pénalisé (ou Robin)

La méthode de pénalisation que nous utilisons est plus adaptée a I’'implémentation numérique de la
condition de type Dirichlet lorsque nous utilisons la méthode des éléments finis pour résoudre le probleme
de contrdle optimal frontiere auquel nous nous intéressons. Cette technique de pénalisation consiste a
remplacer la condition de Dirichlet par une condition limite de type Robin faisant intervenir un parametre
€ censé tendre vers zéro. Le probleme de contrdle pénalisé que nous considérons est donné par :

i J (58]
W I (e, )
% _ A = 0 dans @ =Qx]0,T]
(Pe,7) oy~ T - [18]
e L I'x]0, T,
on
y:(0,.) = 0 dans Q.

L’ approche de pénalisation permet de régulariser la solution de 1’équation d’état : Pour tout v € L?(Z),
ye € L2(J0,T[; H(Q)) N C([0,T]; L*(£Y)). Ainsi, en utilisant des outils classiques d’analyse convexe,
nous montrons que le probléeme (18) admet une solution unique . € L?(X). L'existence de solution pour
le probléme (P: 1) est donné dans le Théoréme suivant. Nous introduisons les espaces W (()) donné par :

W.(Q) = {2 € L2(J0,T[; H'()) n H' (0, T[; H' (1)), g% + 2 =0, % + Az € L*(Q)}, muni
de la norme : 5 5
P P Ze |\ z .
”ZEH%/VE(Q) = ||Ze(T)||i2(Q) + ||8—;||i2(2) + ||a—; + Aze”i?(Q)a
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d
et W 0(Q) tel que : We o(Q) = {2z € W.(Q), % + Az = 0}, muni de la norme suivante :
. . 0z¢ |-
||Ze||€VE,O(Q) = ”ZE(T)“iZ(Q) + ||a—n€||22(z)o

Théoreme 2 Le systeme d’optimalité associé au probleme (P. 1) est donné par : chercher (Je,p:) €
L?(Q) x W.(Q) tel que (q,z.) € L*(Q) x W.(Q), vérifiant :

% 0z 0z

( o’ %)H(Z) + P=(T), 2:(T)) 2 + ( o Azmﬂs)m(@ = =1, 2:(T)) 12 () (1o]
p: A~ ) _
S Pesd) o) =0
. . . o . . ] __ Op:
il admet une solution unique (§., p.) et le controle optimal est donné par : . = I
n
Le couple (g., p.) vérifie :
Y=ll2@) + IP=llw.(@) < Cellyrllrze), [20]
ol C. est une constante qui dépend de €. De plus, nous avons :
1:llw. o (@) < Cllyrllzze), [21]

avec C' > 0 est une constante indépendante de €.

Preuve: L existence, I'unicité et I’estimation (20) se fait d’une fagon analogue a celle déja adoptée pour
le probleme mixte (10) en se basant sur la référence [8]. De plus, soit (e, p-) solution de (19). Alors p. est
I’unique solution de :

chercher p. € W, o(Q) tel que :

Op Oz _
P + (Pe(T)aZe(T))Lz(Q) = —(yT,Ze(T))Lz(Qy Vze € Weo(Q)

( ) [22]
on’ on’r2(x)

Par application du Lemme de Lax-Milgram, le probléme (22) admet une solution unique p. € W; o(Q).
Soit z. = p. dans la formulation (22), nous obtenons I’estimation (21). O

Enfin, nous montrons le résultat de convergence suivant :

Théoréme 3 Soient (g, pe ) solution de (19) et (g, p) solution de (10). Alors, (<, P ) converge faiblement
vers (4§, p) dans L*(Q) x L*()0,T[; H'(Q)) lorsque ¢ tend vers zéro.
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Preuve: La preuve de la convergence faible s’articule en trois étapes :
1-Convergence de I’état adjoint : Grace au probleme vérifié par 1’état adjoint, nous montrons 1’ingalité
suivante :

Pel 20,7501 () < Cllyrllzz(a)- (23]

avec C' désigne une constante indépendante de €.
En effet, nous avons :

—8826 - Ap. =0, dans Q,
e +pe, =0, sur 3, [24]
on 3
p(T) =g-(T) - yr, dans Q.

En intégrant en temps et en espace, nous obtenons :

_ 1, 1. . 1.
1951320 + ZIoel By + 515 O a0y = 5117320

Ainsi,
Pl L2 (0,711 () < ClIPe(T)||L2(0)-

Finalement, I’inégalité (23) se déduit de (21). En faisant tendre € vers zéro, nous avons :

i) La relation (23) indique la convergence faible de p. € L?(0,7; H'()) vers une limite faible notée
Y € L*(0,T; H(Q)).

i1) L’application : p. — p.(T') est continue W, (Q) a valeurs dans L?(£2). Ainsi, p.(T') converge faible-
ment vers ¢ (T') dans L?(2).

_ A o5
i41) L’estimation (21) montre que % est bornée dans L?(Y) indépendament de ¢. Alors, % converge
n n
0
faiblement vers 8—1/} dans L?(X).
n

_ on
iv) Sachant que p. = —E%, sur ¥ et que % est bornée indépendament de ¢, il s’ensuit que P,

n n

converge fortement vers zéro sur X quand ¢ tend vers zéro.
Ainsi, la limite faible v de p. satisfait le probléme limite suivant :

—%—lf — AZ = 8, dans g,
=0, sur ,
w(r) € 1), (23]
) .
% S LZ(Z)
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2-Convergence de I’état optimal Soit g, la solution optimale du probleme (P. 7) vérifiant le probléme de
Robin suivant :

o Ag. = dans Q,
5555 +7. = Op: sur by (261

on N on’ ’

7:(0,.) =0, dans Q,

En se basant sur la référence [4], g vérifie la stabilité qui suit :

_ op
Fellz2q) < CIl a;HL?(z),

avec C' est une constante indépendante de ¢.
En faisant tendre € vers zéro, nous avons les assertions suivantes :

i)En se basant sur ’estimation (21), % est une fonction dans L?(X) bornée indépendament de ¢, il existe
n

une limite faible z de la suite 7. tel que z € L2(Q).
i1) La limite faible 2 € L?(Q) est solution du probléme suivant :

% - Az = dans Q,
ot
= 8_¢ % 27
=5 sur ; [27]
2(0,.) =0, dans Q,
2(T) =9(T)+yr dans Q.

En effet, en multipliant le probléme (26) par une fonction test z. € H(Q), tel que :

0 .
- ;E - Az, € L*Q) dans Q,
€ i +2. =0, sur 3, [28]
n
2(T,.) € HL).
Nous obtenons la formulation faible suivante :
0z Op: Oz _
_67___A6 a3y A ET ,gT :0
e = 8%) o+ (oo )y + (D) F 2o (D) 2
Nous introduisons a présent une fonction auxiliaire Z satisfaisant le probleme :
—% —AzZ = —%Zte — Az dans Q,
z =0, sur X, [29]
2(T,.) =z(T,.) dans Q.
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0z 0z
En se basant sur la référence [4] (Théoréme 5.1), nous avons la convergence forte de 6‘—6 vers n dans
n n

L?(X) lorsque ¢ tend vers zéro. Ainsi, en passant & la limite nous obtenons le probléme faible suivant :

Chercher z € L?(Q) telle que

5 . o 0 . _ > solui 1301
(2, ~5 = AZ)LZ(Q) + (a—n’ 8—n)L2(2) + ((T) +yr, 2(T)) 12(0) = 0, VZ solution de (29).

L’identité (30) représente la formualtion faible du probleme (27).

3-Convergence de la solution optimale. La limite faible (z,v) € L?(Q) x L?(0,T; H*(Q)) vérifie en
utilisant (25) et (30), le probleme limite qui suit :

—%—f —Ay = 0 dans Q,

v = 0 sur X,

v(T,.) = 2(T)-yr dans

% —Az = 0 dans Q, [31]

ot o

zZ = — sur X,
on

2(0,.) 0 dans Q.

d’apres la résolution du systéme mixte modifié (10), il existe une solution unique (z,1) € L*(Q) x W(Q)
du probleme (31). Donc (z,) n’est autre que la solution (7, p) du systetme mixte (10). Ainsi, s’achéve la
preuve. O

Lemme 2 ||p:||w. () converge fortement vers ||p||w,(q) lorsque le paramétre de pénalisation € tend vers
zéro.

Preuve: En choisissant respectivement dans les deux formulations (15) et (22) (z = petz. = p.),ona:
1516y o) = Wi, = = | 2T = (D).

Le résultat découle en injectant dans la relation ci-dessus la convergence faible de p.(T") vers p(T') dans
L?(Q) (voir Théoreme (3)). O

Théoreme 4 Convergence du contréle optimal pénalisé. On a :

Te — g—p, dans L*(D), lorsque € — 0.
n

avec, U, désigne le contrble optimal pénalisé, solution du probléeme (P. 1) donné par (18).

Preuve: Le résultat découle directement du Théoreme 3 et de Lemme 2. O
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4. Résultat Numérique

Nous illustrons dans cette section deux tests numériques concernant la convergence de la solution opti-
male pénalisée vers celle de Dirichlet, lorsque ¢ tend vers zéro. Nous considérons le probleme de contrdle
optimal suivant :

min {J(y,w),y solution de (33)} [32]
ueL2(X)
9y
i Ay=0dans Q, y=wusurY, y(0)=ypdans [33]

avec J est la fonctionnelle objectif donnée par (3) et y7 € L2(€2).
Nous considérons la solution exacte du probleme de contrdle donnée par :

20

(@1+ea+2t) 4 r%sing et (w1, xo,t) = (F(21,22,1))|x [34]

g(z1, T2, t) = dmexp

sur le domaine Q = Q2x]0,1[ ot © = [0,1]* \ [0, %]2 Les coordonnées (r, ) désignent les coordonnées
polaires. Le minimum de la fonctionnelle objective est atteint en zéro, lorsque %(7') = yr. Nous nous
proposons de calculer une approximation de la solution optimale en utilisant la procédure de pénalisation.
La solution optimale pénalisée (j, @) est calculée au moyen d’une discrétisation standard, utilisant le
schéma d’Euler Implicite, pour la discrétisation en temps et la méthode des éléments finis affines pour
la discrétisation spatiale. La solution optimale approchée ainsi calculée est notée (ngAﬁ, ﬂéﬁ) ou At et h
désignent respectivement le pas de temps et le pas d’espace.

Le maillage est construit a partir d’une triangulation réguliere du domaine 2 (voir figure 1).

0.75

0.7

A 025 :

FIGURE 1- Domaine non convexe considéré 2 et le maillage.

Nous évaluons les normes L?(Q) et L*(0, T'; H*(£2)) pour 1’état optimal et de la norme L?(3) pour le
contrdle optimal.

175 = 7l a2,

, — 35
7l 1l 53]
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ot At = 0.01 et h = 0.0125, nous illustrons dans une échelle logarithmique, les courbes d’erreurs relatives
modélisant I’écart entre les solutions approchées associées au probléme de contrdle Robin et les solutions
excates Dirichlet, ceci respectivement sur 1’état et le contrdle.

GC—O L2(L2) (état)
O—H L2(HI) (état)
» A—AL2(L2) (contrile)
10 E
107
e
3
N
N3
V ]O N L
10°
10‘5 | | |
10° 10~ 10" 10°
epsilon
FIGURE 2-

La figure 2 montre la décroissance des erreurs a chaque fois que le parametre de pénalisation € décroit,
ce qui conforte bien la convergence de la solution optimale pénalisée.

Nous donnons dans la suite un deuxieme exemple avec cette fois-ci une fonctionnelle colit définie
comme suit :

J(y,u) = % /Q(y — yd)2 dxdt + % /Z(U — ud)2 dy. [36]

olt yg € L*(Q). 1l s’agit de considérer le probleéme de controle Dirichlet (32) o .J désigne a présent la
fonction définie par (36).
Notons que pour cette fonction coflit, nous avons pu établir un résultat de convergence forte de la solution

optimale pénalisée vers celle du probléme de Dirichlet en exhibant un taux de convergence en fonction du
parametre de pénalisation € (voir Théoréme 5).

Théoreme 5 [21]

Soit yqg € L*(Q), (§,u) ( resp (i, <)) la solution optimale du probleme de contréle (32)-(33) et J est la
fonction cout donnée par (36) ( resp la solution optimale du probleme de contrdle obtenu par pénalisation
de (32)-(33)). Nous avons :

e — @l z2(x) < Ce® |lyall2(q)- [37]
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De plus, une estimation similaire est donnée sur l’état optimal :
19 = 9llz2(@) < CellyallL2()- [38]

Nous souhaitons approcher par le procédé de pénalisation, la solution optimale analytique donné dans le
premier test par la relation (34). Pour yq = § et uq = Y45, nous pouvons facilement vérifier que le
minimum de J est atteint en (y4, uq) et vaut zéro. Notons que nous adoptons les notations et les méthodes
numériques déja détaillées dans le cas précédent. Nous représentons les erreurs données par la relation
(35).

erreurs
=)
T

107 F
GC—=©O erreur—-L2(L2) (Etat)
G——8 erreur—L2(H1) (Etat)
A—A erreur—L2(L2) (Control)

ot
10 10 10

epsilon

FIGURE 3-

Nous avons représenté sur la figure 3, en échelle logarithmique, les courbes d’évolution de ces erreurs
en fonction de €. Pour At = 0.01 et h = 0.0125, le calcul de la régression linéaire des différentes courbes
conduit aux résultats attendus suivants : la pente de la courbe de convergence des normes L?((Q) sur I’état
optimal et L?(X) sur le contrdle sont approximativement égales a 0.97(~ 1) et 0.98(~ 1) respectivement,
signifiant que I’erreur tend vers zéro linéairement en ¢. La pente de la courbe de convergence de la norme
L2(0,T, H*(£2)) sur I’état optimal, est évaluée a 0.59(~ 2/3).

5. Conclusion
Dans ce travail, nous avons adopté une approche variationnelle adéquate au probléme de contréle opti-

mal frontiere considéré. L’ objectif étant d’étendre cette approche au cas d’un probléme de contrdle optimal
frontiere régi par une équation de type Burgers. Pour des raisons de prise en compte efficace de la condition
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de Dirichlet peu réguliere, nous avons considéré le probleme pénalisé. Nous avons étudié la convergence
de la solution optimale pénalisée vers celle de Dirichlet. Les premiers résultats numériques obtenus nous
ont permis de valider le résulat de convergence du procédé de pénalisation.
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