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RESUME. Cet article concerne I'analyse et I'application, d’'un schéma proposé récemment pour une
classe de systémes non homogénes. Nous considérons ceux pour lesquels le probléme de Riemann
correspondant admet une solution autosimilaire. Des exemples importants de tels problemes sont
I'’écoulement d’eau peu profonde au-dessus d’un fond non plat et les problemes diphasiques. L' ana-
lyse de stabilit¢ du schéma, dans le cas scalaire homogéne, amene a une nouvelle écriture qui a
une extension naturelle pour le cas non homogéne. Des expériences numériques comparatives pour
des équations de Saint-Venant avec topographie variable, et un probleme diphasique (Robinet de
Ransom) sont présentés pour évaluer I'efficacité du schéma.

ABSTRACT. This article is devoted to the analysis, and improvement of a finite volume scheme pro-
posed recently for a class of hon homogeneous systems. We consider those for which the corre-
sponding Riemann problem admits a selfsimilar solution. Some important examples of such problems
are Shallow Water problems with irregular topography and two phase flows. The stability analysis of
the considered scheme, in the homogeneous scalar case, leads to a new formulation which has a nat-
ural extension to non homogeneous systems. Comparative numerical experiments for Shallow Water
equations with source terms, and a two phase problem (Ransom faucet) are presented to validate the
scheme.
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1. Introduction

Un grand nombre de problemes de la mécanique des fluides@mhbmogenes ou régis
par des équations hyperboliques avec des termes souraeest & cas en particulier pour
les écoulements en eau peu profnde, régis par les équagdbaidt-Venant avec terme
source, de méme que pour les problemes diphasiques.

Les équations de Saint-Venant régissent un écoulementacsuibre soumis a la force
de gravité. Des problémes classiques gouvernés par dgs&dsrees, sont par exemple les
ruptures de barrages, ou les crues. Ces systemes peuventpsgrands problémes de
nature numeérique en présence de discontinuités de la taploigrou de fond sec.

Un écoulement diphasique est un écoulement constitué délange de deux phases,
comme par exemple la présence de bulles de gaz dans un lidjuyda des situations
diverses ou peuvent apparaitre ces types d'écoulementgqae générateurs de va-
peur des réacteurs nucléaires a eau pressurisée, pipedirtesnsport d’effluents pétro-
liers, chambre des moteurs a combustion internes, ...Je Gaje gamme d’applications
conduit a de nombreux modéles rendant chacun compte d'endggonfiguration don-
née. On peut citer en particulier le modeéle diphasique ssgmegommune, décrit par un
systéme non hyperbolique, et qui pose de grandes diffidoitésle sa simulation numé-
rique par les schémas de volumes finis (VF) décentrés clessiq

Les schémas numériques pour les systtmes non homogénes-oanservatifs, ont fait
I'objet de plusieurs études ces derniéres années. Pouostames difficultés présentées
par de tels systemes, un travail considérable a été réabaep@r exemple I. Toumi et
A. Kumbaro 1996) [20], et J. M. Ghidaglia [8] pour les écoutmts diphasiques a une
pression. Pour la simulation numérique des écoulementmsdigues a deux pressions,
parmi les méthodes appliquées, on note le schéma VFRoeFbd8}. les écoulements
avec termes sources, on doit mentionner notamment les sshééquilibre étudiés par
Bermudez et Vazquez (1994, 1998) [4, 3], Greenberg et Letd®86) [9], [6], Leroux
[19], et Gosse (1996) [10]. L'idée principale dans cetterappe est d’écrire un schéma
assurant une représentation précise des états statiesin@ela implique un équilibre
entre le terme de transport et le terme source, et se traduiepdécentrement de ce
dernier.

Précisons que les méthodes citées, se fondent pour I'edsmantdes solveurs approchés
de Riemann [16]. Cela implique la détermination des champgrps d’une Jacobienne
associée au systeme. Cette détermination se fait, dans ldesasystemes diphasiques
par exemple, généralement par le biais de calculs apprdifinpéus ou moins ardus, et
conduit & varier le traitement en fonction du régime d’éem#nt considéré. Cela peut
étre colteux mais incontournable pour des écoulements/esteent complexes.

Cependant, pour une large gamme de systémes non homogeheet des écoulements
diphasiques, et des écoulements avec termes sourceafgl@mient non bornés), on peut
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envisager de développer des schémas n’ayant pas recouralaubs complexes évoqués
plus haut.

Notre but dans ce travail est de considérer une classey@tede systémes non conser-
vatifs ; a savoir ceux pour lesquels on suppose que la soldtioprobléme associé de
Riemann est autosimilaire. Cette classe de problémes st Evge cependant, et peut
contenir divers phénoménes tels que les écoulements dijpleas ou les écoulements
d’eau peu profonde avec topographie irréguliere.

Nous nous basons pour cela sur le schéma Solveur de RiemanH&oogene$RNH
proposé par F. Benkhaldoun [2], que nous modifions, en intsaat une vitesse de Rusa-
nov, en vue de son extension au cas bidimensionnel. En efieiine on le rappelera par
la suite, le schémeRNH est constitué de deux étapes, dont la premiére, que nouos avo
appelé étape prédicteur, consiste a écrire a I'interfackede cellules, une approximation
décentrée de la solution approché, faisant intervenir varpetre scalaire de contrble de
la diffusion numérique.

L'analyse de stabilité de ce schéma dans le cas homogense rgue le respect de
guelques conditions suffisantes pour le principe du maxiraorane a réécrire la phase
prédicteur du schéma en introduisant le signe d’'une matdite de décentrement de
I'état. Un nouveau schéma apparait alors qui s’identifissdecas homogéne, au schéma
VFRoe introduit par T. Gallouét [13], mais qui a ici une exdiem naturelle pour le cas
non homogeéne et se révelera efficace aussi bien pour degprebd’écoulement d’eau
que pour des problemes diphasiques.

Le présent article est structuré de la maniére suivante :eetios 2, nous rappelons
I'écriture du schém& RN H, et introduisons la vitesse de Rusanov. La section 3, corps
de l'article, est dédiée a I'analyse du schéma dans le cdairechomogene, et a I'in-
troduction de la matrice signe dans une nouvelle versiorcérea. En section 4, nous
appliquons le schéma aux écoulement d’eau peu profondesdirfrégulier, et avant de
conclure nous appliquons, en section 5, le schéma a un écentaliphasique.

2. Un schéma proposé pour les problemes non homogenes :
le schéma SRNH

Considérons un systéme de lois de bilan dRfs issue de la mécanique des fluides, et
qui s'écrit :
oW  OF (W)

ow oG (x, W)
ot ox

ox

= Qa, W) = H(W) danskx]0, 7]
1)

W(z,0) = Wy(z),
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on suppose de plus que le probléme de Riemann corresporidigit) = Wy, siz < 0,
etWy(xz) = Wg siz > 0, admet une solution autosimilair® (x, t) = Rs f, Wi, Wg ).

Dans [2], en se basant sur la propriété de I'autosimilagtéadsolution du probléme de
Riemann, F. Benkhaldoun a déduit un schéma de vqumes finislp® systémes non

homogéne en fonction d’'un parameétre de conttble ;2 At et qui s’écrit en deux
étape de la maniére suivante :

mn

Wi, = <W"+ n) - =2 [F(WL) — F(W™)] + ”th

1+1’

e [p (w2,) - ()] + v

our = % avecAt le pas de temps etz le pas d’espace.
Xz

no EW™) + E(WﬁH) G(zit1, WﬁH) — G(x;, W) n
= et Q]
i+3 2 Az

sont respectivement les approximations du terme sourcel@gdape prédicteur et I'étape
correcteur.

Dans le but de faire I'extension du sché®BNHau cas bidimensionnel, ou il est diffi-
cile de définir un équivalent de la distande, il est apparu nécessaire de proposer une
variante de $RNH ne faisant pas apparaitre cette distance dans la phasetpuédiu
schéma[17, 18].

Cela consiste a écrife= 19 6 est défini par la vitesse de Rusanov comme suit :
2
- Ax
J— n i n n
0= 257 | et sy = o (max(|Ap | [Ap.i411)) -
i+ e

an n

n | Qp— it+3 n Q1 Az,
Wiy =5 (WP + Wiiy) — o= [F(W,) — F(W])] QY
2 2 2 A 2 Sit1 2
2 2

(@)
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3. Analyse du schéma et introduction de la matrice signe

3.1. Cas scalaire

Soit la fonction fluxf : R — R une fonction de classg' non linéairew, € L>(R)
étant la condition initiale du probléme (1).
Poury > 1, On définit 'ensemble suivant :

X ={w e R/[w| < ~l|[wol| e m)}
et on posed = "(w)].
posed = max | f'(w)|
Le schéma de volumes finis (2) est conservatif, consistartquestruction et la fonction

du flux numérique est donnée pafw;’, wy, ) = f (w;ﬂr;) . On notea L b = min(a, b)
2
etaTb = max(a,b).

Proposition 3.1 On suppose qu¢ est une fonction de clasgg', monotone et que la
partie non homogene est nulle, alors sous les deux conditoivantes :
n n

1) Citg <al i <wy Vit Vi € Z,n €N
Tl on N\ _ ] l —_ 7! ’ )
Fag 1 = =Py )]
Qr < —,
<A
avec

a?+% € [w Lw! wi, Tw!],
verifiant

Flwin) = fwp) = 1 (af s ) (i = wl),
le schéma SRNH satisfait au principe du maximum local :

minw? < minw? ™ < maxw

i€Z " i€z " i€l

n+1

70 < maxw;'.

i€

Preuve f étant continue et dérivable, le théoréme des accroisserfiris, nous permet
d'écrire qu’il existea et aﬁr% tels que

1 1 o1
n _ n n n n n _ i+§ ! n
wi+l——(1+6i+l)wi+—(1—§i+l)wi+1 avec 6z'+l_ —=f (ai+l)’

2 2 2 2 2 2 S,+1 2

T3
et
+1 _ /
wy' —w?—rf(a?)(wﬁ%—w?_%),
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N o/
o f/(a7) (wfy s —wi s ) = fwl,) = f(wl' ).
Sous les deux conditions de la proposition (?m];ﬁfrl s’écrit comme une combinaison

convexe en fonction de;' ,, w;" etw;, , il S’ensuit le résultat du principe de maximum
local et la stabilitél,>.

3.2. Le paramétre de contrble dans I'étape prédicteur

La condition de stabilit®) de la proposition (3.1) exige qu¢’(a*)| soit finie, une
condition suffisante pour cela, est qufeetw?’, , restent bornés.
2

Dans ce qui précede, cela a été obtenu, en mposanb@ulee X, ouX est défini au

début de cette section via un parameétrg: 1. Nous voulons ici lever l'indétermination
introduite par ce paramétre Pour cela, on remarque qu’une condition suffisante pour
quew;, , reste borné est que

2

w;ﬂr% € [w Lwdy 1, wi Twiy ] . 3)

Cela impligue un choix unique possible pauf ff 1, qui estawl . . [18].

S (o )|
+,
Finalement on déduit le schérB&NHJc’est le schém&RNHen fixant le pa?amétre de
contrdlea’, , en fonction du signg” dans I'étape prédicteur), qui s'écrit sous la forme :
2

1 Az
wlyy = 5 (i) = ———— (Fwfy) = fw]) + T Q
2 fl(ai+%) fl( 7,+2)
W = w7 (f (le) —f (wg%)) +AQT,
soit
1 Ax
w1 =5 (0 +w 5 Sgn f/(l )) (wi w; )+ 1
by = 5 (wF i) (£t p) (b —ut) + - ]
wzn‘f-l = " r(f (wﬁrl) f(w?—%)) + AtQ7T
3.3. Cas de systemes homogénes
On consideére le systeme hyperbolique linéaire homogé&hsuivant :
ow x
e A__ 0, (x,t) e DxRL, DCR 4

W(z,0) = Wy(x), x € D.
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A étant diagonalisable dafis on a.A = RAR L. En injectant cette expression dans
le schéma (2), on aboutit a un schéma équivalent expriméstariable caractéristique
V = R, et se déclinant em équations sur les composantesidesous la forme :

)iy =5 () + 1) = 5 Ehy () = @)

()7 = ()7 =2 (W)l = ()} ) -

L'analyse de stabilité et le principe du maximum pour le schécalaire (proposition

3.1), montre qu 'il suffit de choisir le parametre de contr6lestmrme matriciellex! i1 =

il diag(———), afin d’assurer la condition (3), composante par compos&ntéjec-

| )\
tant cette expression dans le schéma (2), on obtient le scBBRNHS

1 1
iﬁ-% D) (szl + Wzn) ) sgn (A) (WZ«LH - Wzn) )

wit=wy = (F () - F ()

avecsgn (A) = Rsgn (A) R~ etsgn (A) = diag <|i\ |)

Pour les problémes non linéaires avec terme source on appédinéarisation locale de
Roe pour le schéma au niveau de I'étape prédicteur, le schbtaau s'écrit alors :

n 1 n n 1 T n = 1 n
Wi = 3 (Wi, + W) — g sen (VEW)) (W = W) + ‘VF W[ AIQH—%’
wrtt—wr = (F (Wi, ) - F (W) + Ay, o

ou VF(W) est la Jacobienne déc§lculée al'état moyen de ROE = W (W", W/,)
telqueF (W' ,) — F(W') = VE(W) (W, — W).

Remarque 3.2 Pour tous les tests numeérique, nous avons constaté quesigtats
sont identiques que I'on prenne I'état de Roe, ou juste laenog arithmétique :

- 1
W= 3 (Wi + W),
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4. Application du schéma SRNHS pour le probleme de
Saint-Venant avec topographie irréguliere

4.1. Description de la méthode

Nous allons utiliser le schén&RNHSpour la simulation numérique du probléme de
Saint-Venant avec un fond irrégulierdépendant seulement de la variable spatiale
h(z,t) représente la hauteur de 'e@iz, t) = h(x,t) + z(x) la surface librey(z, ) la
vitesse, et(z,t) = h(x,t)u(x,t) le débit. L'équation de Saint-Venant s’écrit dans ce cas
sous la forme suivante :

ow  oF(W)
o + T Q(z,w) )
W(I’ O) = Wo(x),

h(z,t) hu(z,t)

avecW(z,t) = ( ) , F(W(z,t)) = ( )
hu(z,t) hu?(x,t) + £h?
0
—9h =

Conservation de I'état d’équilibre

Soit W (z, t) une solution stationnaire de (6), c’est-a-diteest assez réguliére vérifiant
%—Vf(x,t) = 0 etu(z,t) = 0. Dans ce cas la deuxieme équation du systéme (6) est
équivalente & :

10

Lo 0z
2 0x

gh?)(z,t) = —gha—x(x) — h(z,t) + z(x) = ¢

Définition 4.1 On dit que le schéma vérifie &—propriété [4, 3], si le schéma appliqué
a une solution stationnaire retrouve

hl + 2z =c, et ul =0 Vi € Z,¥Vn € N.

Proposition 4.2 Sous la condition de la discrétisation de la deuxieme coaupesdu
terme source dans I'étape correcteur sous l'une des deumdsisuivantes :

. n g n n
i) (Q; )2 = N (hH% + hi,%) (Zit1 — Zi—1),

ARIMA - numéro spécial TAM TAM'05



Schéma SRNHS - 310

. n g n n n
ii) (Q7), = T 3Ar (B 1 + 207 + hi ) (zig1 — zic1),

le schéma SRNHS vérifiedapropriété.

La preuve est faite dans [18].

4.2. Ecoulement d’eau sur un fond discontinu

4.2.1. Rupture de barrage sur une marche avec transistion cr itique

Il s’agit d’un cas test avec double singularité [1] : une silagité au niveau des conditions
initiales, plus la discontinuité du fond.

On prend comme condition initiale :
h; = 5m hr=1, up = —4m/s, uy = 9m/s.

Le nombre de Froude{r = \/L_h) atteint la valeur critiqud au niveau de la marche.
g

C’est un cas difficile qui a nécessité le passage a I'ordra@ dawespace par la méthode
MUSCL [11] afin d’obtenir une solution correcte et de garande giéni(voir FG. 1).
Toutefois, nous remarquons au travers de la courbe de gewves (voir FG. 2), que
méme a l'ordrel, le schémaSRN H S a un bon comportement, comparé au désormais
bien connu schéma équilibre de Bermudez et Vazquez ([3].

4.2.2. Ecoulement d’eau sur un obstacle, avec apparition de fond sec

Ce cas est traité en particulier dans [19] par le schEfid&oe étendu au cas non homo-
geéne. Initialement nous avons un surface libre constagtde @10, et une condition de
Riemann sur le débit, avec pour valew350 et+350 de part et d’autre du point= 17.
Nous obtenons des résultas identiques a ceux de [19]. Bnueat I'apparition du fond
sec, et sa progression sur I'obstacle, sont remarquabtdrisenreprésentés (voir Fig. 3).

5. Application du schéma SRNHS au probleme de Ransom

5.1. Modele bi-fluide

Dans cette partie nous considérons un modeéle bi-fluide aeéqtiations a une pression
commune, dont deux équations décrivent la conservation dekse, et deux équations

ARIMA - numéro spécial TAM TAM'05



311 - ARIMA - Volume 5 - 2006

décrivent la conservation du moment des deux phases. Daas tesystéme avec condi-
tion initiale s'écrit de la maniére suivante :

OW (2.1) | OF (W (x.1)) |

ot ox
W(.’L‘, O) = Wo(x),

Sl(I,W) = SQ(I,W), (7)

avec
a’[}p’U aUp’UuU
2
Wa,t)=| “P o P =| T
P Qpprug
apprug ozlplulQ
0 0
Ip i) Oay
Sl (,CC, W) _ Ay Bz + (% pv) Ox ’ et SQ((E, W) — avgvg ’
e+ (p—pj) s aipig

ou :v etl se rapportent aux phases vapeur et liquides respectivegnesttl’accélération
de la pesanteut, p etu sont respectivement le taux de présence, la densité etkseite
la phasé: (k = v oul). On a septinconnués.,, oy, py, p1, Uy, Uy, p) €t quatre équations,
donc il nous faut des lois d'états pour fermer le systeme @ premiere loi lie les taux de
vide : «, + oy = 1, et la deuxieme celle des gaz parfait, gouverne la pressidonetion
des densités de la vapeur et du liquide= cp] etp; = k;p® ouc, 7, a etk; sont des
constantes données pa& 10°, v = 1.4, a = 4.37 x 10~° etk; = 987, 57 (Systéme S.I).
Pour des raisons de simplicité on suppose que la densitégiddi est quasi-constante
o1 =~ p) et que la phase vapeur est trés Iégére par rapport a la phasgelip;, est la

pression interfaciale des deux phases, le terme d|ffea1e(m;t|— p}c) % est le terme de
xXr

pression de correction. Il y a plusieurs variétés de I’ex;;i[m(p — p?c) [15, 5]. Ici nous
adoptons la loi de fermeture des flux de bulles présenté JalBhaye [14] qui définit
p — pj, comme suit

p—p,=0
p—p|= Cp(av)pl(uv - ul)27
(Savalpv

avecC,(a,) = day, 0UC,(a,) = —————, oUd est une constante choisie.
blew) N blew) Pt o

Dans la suite on posg = p — p;.

5.2. Méthode de la perturbation par densités

Dans la premiere partie de ce travail une analyse mathéneatly schém&RNH[2]
pour les systemes hyperboliques non homogénes a abouti @duweau schéma de type
prédicteur-correcteur appesRNHSIé&fini par (5).
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Ici, dans la mesure ou le systeme bifluide n’est pas hypejbe|V F'(W) n'est pas dia-
gonalisable en général. Cependant, la jacobieviiglV') n’ayant pour rdle dans notre
schéma, que de décentrer I'état approché intermédiaireldaape prédicteur, nous pou-
vons nous contenter d’une jacobienne “proche”, qui sojaiialisable danR. Pour cela
on écrit le systéme (7) sous la forme suivante :

OW (z,t)
ox

W (,t)
ot

OW (z,t)

OW (x,t)

LVE(W (2,1)) -

avecC(W) = Si(z,W). Ensuite on utilise le schéma de fractionnement en
deux étapes. Dans la premiére étape on utilise le schéméged'@&Eintegration en temps
oW

o = Sa(W)

Wz, t") = W"(x)
ensuite avec le schénsRNHSon résout le systéme

oW (z,1) N OF (W (z,t))

ot oz +S1(I,W):O
W (z,t") = Wnti(z).
Ainsi (8) équivaut a
OW (x,t) OW (x,t)

+ (VEW (2,0) + C(W)) ~0.

ot ox

On posed(W) = VF (W (z,t)) + C(W).
L'étape prédicteur revient a approcher la solution exaat@mbbléme de Riemann sui-
vant : oW (2.1)
z,t
e + AW)
W(z,0) = Wy(z).

En conservant les notations de la premiére partie, celamesiécrire :

OW (z,t) _0
ox 9)

1 1 _
Wii=3 (W +Wiy) — 5 S8 (AW)) (Wi, — W)

On applique alors la méthode de perturbation par les dengitgposées par J. Cortes ,

A. Debussche et I. Toumi [7], en effectuant le changementadiable suivanp, = g—g

etp, = p—é ou p? et p) sont deux densités caractéristiques respectivement dgauv et
P
0
du liquide. Ensuite on défini = p—g. Comme on a supposé que la phase vapeur est treés
P
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Iégére par rapport a la phase liquide, aloks< 1. En tenant compte du calcul fait dans
[8] dans le cas ou le fluide liquide est incompressible, orvesal

AW) = Ag(W) + eH(W)

avec
0 1 0 0
—u2 4+ 2u, 0 0
Ao(W) = o o 0 1
0 0 —uf+% 2y
et
0 0 0 0
0 0 2 0
H(W) = P 7
(W) 0 0 0 0
ap1 0 apsz 0
0

on pose:? = 2 etc2 = —.
Pu 12 o
On montre alors quely admet quatre valeurs propres distinctes :

A1 = Uy — cy, A2 = Uy +c1, A3 =u — c, et A =up+c

Commee << 1, la théorie des perturbations des opérateurs linéairdsrjp@s permet
alors de traiter le systéme par le signe de la matdgeu lieu du signe de la matric4.
Finalement le schémBRNHS'ecrit pour le probleme bifluide (7) de la maniére suivante :

1 1 _
vl = 3 (W + Wii) = 5sgn (Ao(W)) (Wi, — W)

wett =wr = (F (Wi, ) - F (W) + Atsy,

5.3. Application Numérique - Robinet de Ransom

Il s’agit d'un cas test monodimensionnel instationnairgpmsé par V.H. Ransom comme
“benchmark” numérique pour les codes de thermohydroligpirasiquel D [15].

On considére I'écoulement d'une colonne d’eau a la sortia dobinet débouchant dans
une enceinte contenant de I'air. La vitesse d’entrée de kst del0 m/s, alors que I'air

est au repos. Le rapport des sections de la buse de I'enesintel que le taux de vide
integré sur la section valt2. Dans cette configuration, on observe un phénomene de
striction du jet sous I'effet de la pesanteur. En effet, sfainl’hypothése que le jet reste
cohérant (pas d'arrachage du liquide sous forme de gogidssde pénétration de I'air
dans le jet), I'accélération du liquide due a la pesantetraére nécessairement un rétré-
cissement de la section de passage du liquide par conserdgatidébit. La configuration
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initiale étant donnée par la solution que I'on obtiendrait'absence de pesanteur (donc
«a = 0.2 partout), une onde de taux de vide doit se propager de lasat&ntrée vers la
section de sortie a partir de I'instant initial.

Les conditions aux limites sont implementées de la facorasie :

a I'entrée on impose sur les variables(0,t) = 0.2, u,(0,t) = 0, w;(0,¢) = 10 avec
sortie libre. Tandis que pour la pression on impose uneese(t2, t) = 10° avec entrée
libre.

Les solutions numériques sont comparées a la solutionegactemsg = 0.6s, d’'un
probléme bien posé, obtenu en admettant les densités ntestdlous notons que le
schéma RN H S produit un résultat convenable qualitativement, aveeseahtls points
de maillage. A titre de comparaison, le schéma Lax-Fritédiguiert2000 points pour
un résultat similaire. En outre le scéri& N H S supporte un raffinement de maillage a
hauteur de&00 points, ce qui dénote une bonne robustesse.

6. Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposé un schéma aux volumes$ v H S, dédié aux
systemes non homogeénes. Le point fondamental de cettecgpconsiste a utiliser une
étape de décentrement de I'état et non du flux. Ce décenttequeértoncerne a la fois
les parties homogénes et non homogeénes du systéemes, sa faittkoduction du signe
d’'une matrice. Dans les cas complexes, ou non hyperboligmesapproximée de la ja-
cobienne du systeme est suffisante pour opérer le décemire@ea donne finalement
un schéma de co(t trés réduit, et dont les performances sanbas comparables au
schémas classiquement utilisés pour ce type de problémes.Mbus proposons, en pro-
longement de ce travail, de faire I'extension de ce schémaaoulements diphasiques
multidimensionnels.
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Figure 1. Equations de Saint-Venant Figure 2. Transition critique. Courbe
(transition critique - ordre 1). Débit. d’erreur sur la hauteur.
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Figure 3. Surface libre d'un écoule-
ment d’eau sur un obstacle, avec appa-
rition de fond sec.

Figure 4. Ecoulement diphasique (Ro-
binet de Ransom). Taux de vide de la va-
peurat=0,6s.
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