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RESUME. Le but essentiel de ce travail est la résolution d’un probléme d’obstacle bilatéral & l'aide
d’'une méthode de régularisation .

ABSTRACT. The main objective of this work is the resolution of an bilateral obstacle problem by
means of the regularization method.
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1. Introduction

Soient? un domaine borné de'Rde frontiereI' = 0N} assez réguliéreg €
H'Y2(D) ety 1h € HY (), tels que

Tr(y1) < g < Tr(s) surl.

On considére le probleme d’'inéquation variationnelle - dit probléme d’obstacle bila-

téral - :
Trouver
uwe K ={ve H (Q):v=gsurdQ, ¢ <v < p.p. danfd} [1]
telle que
/VuV(v—u)—F(f,v—@Z() Yo e K [2]
Q
ol f € L?().

Il est bien connu que ce probléeme admet une solution unique (voir D. Kinderlehrer et
G. Stampacchia).

On suppose quayy, Ay, € L?(Q), avec ces hypothéses, nous pouvons écrire un
autre probleme d’'inéquation variationnelle sans contraintes, équivaléht-a(2).

Ce probléme equivalent fait intervenir un terme non differentiable. Notre idée de ré-
gularisation consiste a remplacer ce terme par un autre qui est differentiable, on obtient
ainsi une famille de problémes d’équations aux dérivées partielles dont la suite des solu-
tions converge vers la solution du probléme initial.

Par la méthode de dualité par les fonctions conjuguées (voir I. Ekeland, R. Temam)
on fournit une estimation a-posteriori de I'erreur qui est desirée pour I'implementation
pratique de la méthode de régularisation.
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2. Reformulation et régularisation

2.1. Reformulation de (1)-(2)

SoitQ) un domaine borné d, de frontierel’ = 92 assez réguliere.
Soientf € L?*(Q), g € H/2(T), 41,1 € H*(Q), qu’on suppose Vérifier :

Y1 < g < ¢ p.p. surl’.
Ay, Ay € L2(Q)

On notera :

F=f— Ayy € L*(Q). [3]
On définit : F* = max{F,0} , F~ = max{0, —F'}
ety = ¢y — 1o.

Soit le convexe :

K ={ve H)(Q): 191 <v<1hyp.p.su2}.

On considére le probléme d’'inéquation variationnelle -dit probléme d'obstacle
bilatéral- :

(Py..) Trouveru € K
Y12/ q(u,v —u)+ (f,v—u) >0 pourtouty € K

oua(.,.) est défini par
a(u,v) = / Vu.Vo, u,v € HY(Q).
Q

Il est bien connu que le problént®,, ,) admet une solution unique (voir D. Kinder-
lehrer et G. Stampacchia).

Dans toute la suite on utilisera la méme notatiopour designer un élément de
H'/2(I") et un élément dé7" (Q2) dont la trace suF estg, de méme pak = g — ¢, /T,
on désignera aussi un éléménde H'(Q2) dont la trace sur estk.

On va écrire le probleme d’'obstadl®,, ,) sous une nouvelle forme.
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Théoréeme 1:

u est solution du probléemeP,, ,) si et seulement sb = u — 11 est solution du
probléme d’'inéquation variationnelle suivant :

Trouverw € HE(Q)
(P) { a(w, v —w) + ’:0(11) —p(w) + (H™,v—w) > 0 pour toutv € H(Q) [4]

ou ¢ est la fonctionnelle définie par
p(v) = (F7, (v+9)7) + (H,0") ve Hy(Q),
etH = FT — Ay

Preuve (voir A. Addou, E.B. Mermri)

2.2. Régularisation de (P)

L'expression de la fonctionnellg nous fait penser a prendgg sous la forme
suivante :

we(v) = / H"¢.(v) + F (v + 1), (e > 0, destiné a tendre vers zero
Q

Or ¢, ety. sont deux fonctions définies de R vers R, dérivables et convexes vérifiant :

lim ¢ (t) =t et Hnéwsﬁ)::t_

e—0

Definition 1 :
Le probléme régularisé deP) est :

we € HL(Q)
(7) { a(w@vk— we) + 0 (v) — pe(we) + (H v —w:) >0 Yve HE Q) [5]

le probleme P.) admet une solution unique (voir D. Kinderlehrer et G. Stampacchia ).

A présent on peut proposer les trois exemples suivants. da . qui vérifient les
conditions ci-dessus :

t—5 sit>e
or)=9 &  sio<t<e

0 sit <0.

t sit>e
) =4 H(E+e) si0<t<e

5 sit <0.
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g(t)_{ V242 sit>0
3(t) =

€ sit <0.

—t—% sit< —e.

0 sit>0
HE 4e) si—e<t<0
—t Sit < —e.

0 sit > 0.
Pt =4 L si —e<t<O.
W3(#) = € sit>0
S VitE+e? sit<O.

Pour établir la convergence de la suitenous avons besoin nous avons besoin des résul-
tats suivants (voir R. Glowinski, J.L. Lions, R. Trémoliéres ) :

Lemme 1 SoitV un espace de Hilbert; : V' x V — R une forme bilinéaire continue et

V-elliptique,j : V' — R une fonction faiblement continue convexe positivéuwte forme
linéaire, continue dan¥’.

On suppose qug. : V — R, (¢ > 0), une famille de fonctions convexes semi-
continues inférieurement (s.c.i.) et positives vérifiant :

Jje(w) = j(v) Vv eV, [6]
u. — u faiblement dan$” alors on aj(u) < gl_{r(l) inf jc (ue). [7]
Soientu etu. les solutions respectivement des inéquations variationnelles suivantes :
a(u,v —u) +jv) —j(u) + (fyv—u) >0, YveV
a(te, v —ue) + Je(v) — je(ue) + (fv—us) >0, YoeV

alors on au. — u dansV quandes — 0.

Lemme 2 Soient
i) = [ olo)dz, iu(w) = [ o(v)do
Q Q
Si
o-(t) — ¢(t) uniformément en, quands — 0, [8]
alors (6) et (7) sont vérifiés.
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Lemme 3 :
Ona:

|9 (t) — o(t)| < cre etfype(t) —P(t)| < e VEER,. [9]
pour ¢y, ¢ deux constantes indépendantesde

Proposition 1 :
Soitw, (respw) la solution de(P.) (resp(P)), alorson a:
(we ). converge vers dansH ().

Preuve :
Puisque leg)., i, vérifient I'inégalité(9), alors d’aprés les Lemmdset2, on a la
convergencev. — w quands — 0 dansH! ().
Prenantv = w. (respv = w) dans l'inéqualité du problemgP) (resp(P-)), on

obtient :
a(w — we, w — we) < p(w:) — pe(w:) + @ (w) — p(w).
alors
| = we 510 < lp(we) = ¢e(we) + pe(w) — p(w)].
Donc

lw = we (o)< lo(we) — @ (we)] + o= (w) — p(w)]-
D’aprés I'inégalité(6), on a :

| v — ue ||?{1(Q)§ 2/(F_cl + H"cy)edz.
Q
Par conséquent, on obtient I'éstimation a priori suivante :

H U — Ug ||H1(Q)S (/ Q(F_Cl —|—H+02))%\@da:
Q
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3. Estimation a-posteriori de I'erreur

Dans cette section nous allons utiliser la dualité par les fonctions conjuguées afin
de déterminer une estimation a-posteriori de I'erreur de la solution du probléme approché
(P:). Nous avons besoin des résultats préliminaires suivants (voir I. Ekeland, R. Temam
):
SoientV et V* (respY etY ™) deux espaces vectoriels topologiques mis en dualité par la
forme bilinéaire(., .)v (resp(.,.)y).

Soit » une fonction deV dansR = R U {—oc0, +cc}, sa fonction conjuguée est
définie par

p(v*) = sgg(v*,v)v —p(v), v eV

On suppose qu'il existe un opérateur linédireontinu deV’ dansY’, L € L(V,Y),
de transposé* € L(Y™*, V™).

Soit J une fonction d&” x Y dansR, on considére le probléme de minimisation
suivant :

ueV, J(u,Lu) = Jrelé J(v, Lv) [10]

La fonction conjuguée dé est donnée par

JH(y ") = sup {{v",0)v + (" y)y — J(v,9)}
veVyyeY

Théoréeme 2:

SoientV est un espace de Banach réflexitetin espace vectoriel normé.

SoitJ : V x Y — R une fonction strictement convexe s.c.i. propre et vérifiant :
(1) Jup € V, tel queJ (ug, Lug) < oo ety — J(uop,y) est continue etu.
(#3) J(v, Lv) — +oo, quand|| v ||y — 4o0,v € V.

Alors le probléme10) admet une solution unique et

J(u, Lu) = inf J(v, Lv) = — sup J*(—y*, L*y").
veV yreEY*

SoitQ) un sous ensemble ouvert d8 R : 2 xR™ — R une fonction de Carathéodory
c.a.d.Vs € R", x — g(z, s) est une fonction mesurable et pour presque toatf?, La
fonctions — g(x, s) est continue.

Alors la fonction conjuguée de la fonction

Gw) = L oz, v(z))dz

(supposée définie sur un espace fonctionfedst

G*(v*) = /Qg*(xw*(m))da:, Yo* e V*
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ou
g"(z,y) = sup {ys — g(z,s)}.
SERN

Pour le probléméP) on prend :

V=H'(Q),
Y = Y* = (L2(Q))" x LX(Q)
Lv = (Vu,v)
J(v, Lv) = H(v) + G(Lv)
0 siv=ksurl’
H(v) = +oo ailleurs.
Gly) = Jo 3l +H yd + F~(y2 + )" + H yada

oly = (y1,y2) avecy; € (L?(Q))" ety, € L?(Q), de méme on utilise cette notation
poury* € Y*.
D’aprés le Théoréme, la fonctionnelle conjuguée déest donnée par :

S =y, Ly") = H(L'y") + G*(=y")
donc le probleméP) peut s’écrire sous la form@.10), c’est a dire :

e HY(Q), J(u,Lu) = inf J(v,Lv).
u (Q), J(u,Lu) o) (v, L)

Lemme 4 :
Poury = (y1,y2) avecy; € (L3(2))" ety, € L?(Q),0ona:
1 .
< / §|yﬂ2 + Vkyy + kysdz  si — divy} + y3 = 0 dansQ
Q

* * * k)
J(—=y" L'y") = ety; > —F ,y; > —H"

00 ailleurs.
[11]
Preuve :
Ona:
H*(L*y*) = sup {(Lv,y) — H(v)}
vEH1(Q)
= sup /(Vvyf + vy3)dx
veH!(Q)JQ
= /(Vk‘y’f + ky3)dx + sup /(Vvyf + vys)dx
Q UEH&(Q) Q
B /(kaf + ky3)dx  si — divy; + y5 = 0 dans{)
= Q
00 ailleurs
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et
G*(-y*) = sup{(-y",y) —G)}
yey 1
= sup | (—yivn —y3y2 — Slnl* — Hyd = F (g2 +9)" — H yp)dz
yeY JQ
1 *|2 HIES — * +
_ < | Glvil)de  siys > —F~ ety; > —H
- Q
00 ailleurs
Alors
1 .
S/ §|yﬂ2 + Vkyi + kysdx  si — divy; + y3 = 0 dans2
k(K koK) (9]
Ty Ly = ety; > —F~,ys > —H"
0 ailleurs
]
Lemme5 :

Pour w. etw solution de(P.) et (P) respectivement, on a:

1 1 — — — 1 * * *
5 | V(we—w) ||2L2(Q)§/ §|Vw5|2—|—H+w2'+F (wet1p)”+H wa+§|y1|2+wy1+kyzdr-
Q

Yyt = (yi,y3) € Y*, avec—divy; +y3 = 0 etys > —F~,y5 > —H™* dansQ.

Preuve :
Ona:

1
J(we, Lwe) — J(w, Lw) = /%|Vw5|2—§|Vw|2+H+wj—H+w++F_(ws+w)_
Q
—F (w+¢)” + H (w: — w)dz.

Utilisons I'inéquation de (P) avee = w,, on obtient :
T, L) = T, Iw) > L[| V(e — w) [age, -
Appliguons le théoréme et utilisons le lemme, alors on a:
J(we, Lw)—J (w, Lw) < /Q %\ng|2+H+w:+F‘(ws+w)‘+H‘we+%lyi‘I2+kai‘+ky§dw~

Vy* = (yi,y5) € Y*, avec—divy; +y3 =0ety; > —F~,y5 > —H*" dans2. =
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Proposition 2 :
Siw, etw sont les solutions deP.) et (P) respectivement alors on a I'estimation
a-posteriori suivante :

1
) | V(we—w) H%%Q)S /Q H+w:+F_(wa+¢)__w6(H+¢/e(wa)+F_¢;(we+w))~

[12]
Preuve :
Puisquep. est différentiable I'inéquation dgP.) est équivalente a :
we € HY(Q) :
awe,w)+ [ (Y6 (we) + Pl (we+ ) + H Judz =0 [13]
Q

d’ou w, vérifie le probléme de Dirichlet suivant ;

—Aw, + H ¢ (we) + F~L(we + ) + H- = 0 dans2
w, = ksurl.

Sion pose
Y = V. etyy = (H"¢L(w.) + F~ L (we + ) + H we.

alorsona:
—divy} +ys =0ety; > —F ,y; > —H"

Donc d’aprés le lemm& on a une estimation a-posteriori de 'erreur :

% | V(we —w) H%P(Q)S / VwV(w: — k) + H+w: + F~(we + )" + H we
Q
+h(H* ¢ (w:) + F~YL(we + ) + H7).
[14]
Si on choisitv = w. € H'(Q) dans(13) on aura :
a(we, w2) + / (H* . (w.) + F~.(w. + ) + H )w.dz = 0
Q
d'ou
/ Vw:V(we — k) + / (HT¢L(we) + F~l(we + ) + H )(we — k) =0
Q Q

L'estimation a-posteriori de I'erreyi4), devient :

5 | V0w0) [y | 4P () = (B0l ) + P +).
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Pour le choix(1) et(2) de ¢. eti., 'estimation a-posterior(12) de I'erreur est :

1 w _ we +
3 I'V(ue—u) HQL?(Q)S/ H+w5(1_i)+/ F(wote) (1= 229,

[0<w.<.] € [~e<we+4<0] €
Pour le choix(3) de ¢. et., 'estimation a-posteriori12) de I'erreur est :
1 w - We +
Ve ooz [ Hrw-—g=r [ oo .
2 H € LZ(Q) [wizo] £ \/W [ws+w§0] € (we + 1/])2 + &-2

Il est facile de voir que le second membre de cette estimation dans les trois cas tend vers
0 lorsques — 0.

Acknowledgments
The authors would like to thank the anonymous referees for interesting remarks. This
work was supported in part by the Volkswagen Foundation Grant number 1/79315.

4. Bibliographie

[1] A. Apbou, E.B. MERMRI, « Sur une méthode de résolution d’un probléme d'obstacle. »,
Math-Recherche & Applications,”q, (2000), pp. 59-69

[2] I. EKLAND, R. TEMAM, « Analyse convexe et problémes variationnelsGauthier-Villars,
(1974)

[3] R. GLowiINskl, J.L. LioNs, R. TREMOLIERES , « Numerical analysis of variatinal
inequalities. » North-Holland, Amsterdam, (1981)

[4] W. HAN, J. ZHOU, « The regularization method for an obstacle problenNuwmer. Math. 69,
p. 155-166, (1994)

[5] D. KINDERLEHRER ETG. STAMPACCHIA, « An introduction to variational inequalities and
their applications. »Academic Press, (1980)

ARIMA - numéro spécial TAM TAM'05



