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ABSTRACT. In this paper we study exponential stability of a heat exchanger system with diffusion
and without diffusion in the context of Banach spaces. The heat exchanger system is governed by
hyperbolic partial differential equations (PDE) and parabolic PDEs, respectively, according to the dif-
fusion impact ignored or not in the heat exchange. The exponential stability of the model with diffusion
in the Banach space (C]0, 1])* is deduced by establishing the exponential LP stability of the consid-
ered system, and using the sectorial operator theory. The exponential decay rate of stability is also
computed for the model with diffusion. Using the perturbation theory, we establish the exponential sta-
bility of the model without diffusion in the Banach space (C[0, 1])* with the uniform topology. However
the exponential decay rate of stability without diffusion is not exactly computed, since its associated
semigroup is non analytic.

Indeed the purpose of our paper is to investigate the exponential stability of a heat exchanger system
with diffusion and without diffusion in the real Banach space Xo, = (C[0, 1])* with the uniform norm.
The exponential stability of these two models in the Hilbert space X2 = (L?(0,1))* has been proved
in [31] by using Lyapunov's direct method. The first step consists to study the stability problem in
the real Banach space X, = (LP(0,1))* equipped with the usual LP norm, p > 1. By passing to
the limit (p — co) we can extend some results of exponential stability from X, = (L?(0,1))* to the
space Xoo = (C[0,1])*. In particular the dissipativity of the system in all the X,, spaces implies its
dissipativity in X, (see Lemma 3).

The section 1 is dedicated to recall the heat exchanger models. The process with diffusion is gov-
erned by a system of parabolic PDEs, and the process without diffusion is described by degenerate
hyperbolic PDEs of first order. The section 2 deals with exponential stability of the parabolic system
in the Lebesgue spaces L?(0,1), 1 < p < oco. Certain results can be extended to the X, space.
Unfortunately this study doesn't allow us to deduce the expected stability of the system in X. In
the section 3, the sectorial operator theory is made use of to get exponential stability results on the
model with diffusion in X,,. Specifically the theory enables us to determine the exponential decay rate
in (C[0, 1])* by computing the spectrum bound. In the section 4, using a perturbation technique we
show the exponential stability for the model without diffusion in all X;, spaces, 1 < p < co. We then
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take the limit, as p goes to oo, to deduce the exponential stability of the system in the Banach space
Xoo-

We call the diffusion model the heat exchanger model with diffusion taken into account and the con-
vection model the heat exchanger without diffusion, respectively. We use the analyticity property of
the semigroup associated to the diffusion model in order to determine its exponential decay rate.
However the semigroup associated to the convection model is not analytic. In the latter case we have
not yet found an efficient method to compute exactly the exponential decay rate.

The main tools we use for our investigations are the notion of dissipativity in the Banach spaces,
specifically in the LP spaces, and the sectorial operator theory. As the reader will see our work
presents some extensions of the Lyapunov’s direct method to a context of Banach spaces.

We will denote the system operator associated to the diffusion model by A, ,,, and that of the convec-
tion model by A. , respectively. The index p indicates the LP(2) space in which the system evolves
and the operator A, , or A., is considered. Thus A, , (resp. Acp) indicates the diffusive (resp.
convective) operator in the X, space.

RESUME. Lobjectif de cet article est d’étudier la stabilité exponentielle des systémes d’échangeurs
thermiques, respectivement, avec diffusion et sans diffusion, dans le cadre de I'espace de Banach réel
Xoo = (C[0,1])* muni de la norme uniforme. La stabilité exponentielle de ces deux modéles dans
I'espace de Hilbert X5 = (L2(0,1))* a été établie dans [31] en utilisant la méthode de Lyapunov
directe.

La démarche entreprise ici consiste a étudier le probleme de la stabilité dans les espaces de Banach
réels X, = (LP(0,1))* muni de la norme L? avec p > 1. Par passage a la limite (p — +o0) on
peut dans certains cas étendre les résultats de stabilité exponentielle de X, = (LP(0,1))* a l'espace
Xoo = (C[0,1))*. En effet la dissipativité du systéme étudié dans tous les espaces X,, entraine sa
dissipativité dans X (voir le Lemme 3).

La premiére section est consacrée au rappel des modeles des échangeurs thermiques. Le processus
avec diffusion se modélise par un systeme d’équations aux dérivées partielles du type parabolique,
tandis que le processus sans diffusion est décrit par un systéme hyperbolique du premier ordre.
La deuxiéeme section traite de la stabilité exponentielle du systéme parabolique dans le cadre des
espaces LP(0,1), 1 < p < oo. On en déduit des résultats pour I'espace X,. Néanmoins cette étude
ne permet pas de déduire la stabilité du systeme dans X .

Les résultats de stabilité exponentielle dans X, pour le modéle avec diffusion sont établis dans la
troisieme section en utilisant la théorie des opérateurs sectoriels. Mieux, cette théorie permet de
prouver la stabilité exponentielle dans I'espace (C1[0, 1])*. Dans la quatriéme section, en utilisant un
résultat de perturbation on démontre la stabilité exponentielle pour le modéle sans diffusion dans tous
les espaces X, 1 < p < oco. En utilisant le passage a la limite évoqué plus haut, on déduit la stabilité
exponentielle du systéme dans le Banach X ..

KEYWORDS : Partial differential equations, exponential stability, Lyapunov’s direct method, semi-
group theory

MOTS-CLES : Equations aux dérivées partielles, stabilité exponentielle, Méthode de Lyapunov di-
recte, théorie du semi-groupe
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1. Introduction

L’objectif de cet article est d’étudier la stabilité exponentielle des systémes d’échangeu-
rs thermiques, respectivement, avec diffusion et sans diffusion, dans le cadre de I’espace
de Banach réel X, = (C[0,1])* muni de la norme uniforme. La stabilité exponentielle
de ces deux modeles dans I’espace de Hilbert X = (L2(0,1))* a été établie dans [31] en
utilisant la méthode de Lyapunov directe.

La démarche entreprise ici consiste a étudier le probléme de la stabilité dans les es-
paces de Banach réels X, = (L?(0,1))* muni de la norme L? avec p > 1. Par passage
a la limite (p — +o00) on peut dans certains cas étendre les résultats de stabilité expo-
nentielle de X, = (LP(0,1))* a I'espace X, = (C[0,1])*. En effet la dissipativité
du systéme étudié dans tous les espaces X, entraine sa dissipativité dans X, (voir le
Lemme 3).

La premiére section est consacrée au rappel des modeles des échangeurs. Le processus
avec diffusion se modélise par un systeme d’équations aux dérivées partielles du type
parabolique, tandis que le processus sans diffusion est un systeme hyperbolique d’ordre
un du type dégénéré. La deuxiéme section traite de la stabilité exponentielle du systeme
parabolique dans le cadre des espaces L?(0,1), 1 < p < co. On en déduit des résultats
pour I’espace X ,. Néanmoins cette étude ne permet pas de déduire la stabilité du systéme
dans X .

Les résultats de stabilité exponentielle dans X,, pour le modéle avec diffusion sont
établis dans la troisiéme section en utilisant la théorie des opérateurs sectoriels. Mieux,
cette théorie permet de prouver la stabilité exponentielle dans I’espace (C'1[0, 1])%.

Dans la quatriéme section, en utilisant un résultat de perturbation on démontre la sta-
bilité exponentielle pour le modele sans diffusion dans tous les espaces X, 1 < p < oo.
On utilise alors le passage a la limite évoqué plus haut pour déduire la stabilité exponen-
tielle du systeme dans le Banach X .

Dans la suite on appelle modéle de diffusion le modele d’échangeurs thermiques avec
diffusion et, de méme, modéle de convection le modéle d’échangeurs thermiques sans
diffusion. Nous nous servirons de I’analyticité du semi-groupe associé au modele de
diffusion pour estimer son taux de décroissance exponentielle. Or le semi-groupe associé
au modeéle de convection n’est pas analytique. Pour ce dernier cas nous n’avons pas encore
trouve de méthode efficace permettant de déterminer exactement le taux de décroissance
exponentielle.

Les principaux outils que I’on utilise pour cette étude sont la notion de la dissipati-
vité dans les espaces de Banach, plus particulierement dans les espaces L?, et la théorie
des opérateurs sectoriels. Cet article présente une extension de la méthode de Lyapunov
directe pour un contexte des espaces de Banach.

Dans la suite on notera par A4, I’opérateur associé au modéle de diffusion, etpar A ,,
celui de convection, respectivement. L’indice p indique I’espace L?(€2) dans lequel le sys-
teme évolue et I’opérateur A4, est étudié. Ainsi A, , (resp. A, p) designera |I’opérateur
diffusive (resp. convective) dans I’espace X ,,.
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2. Présentation des modéles

Le dispositif du réseau d’échangeurs thermiques que I’on étudie est présenté a la Fi-
gure 1,

EIN

— —— T, (x)

2

To0

— T,xt) ——

- T

v

Figure 1. réseau d'échangeurs thermiques

ou
- T} est la température du fluide a chauffer,
- T est la température du fluide chauffant,
- T}, est la température de la paroi isolatrice,
- T est la température de la paroi séparatrice.

Il s’agit d’un dispositif d’échange de chaleur constitué de deux cylindres coaxiaux séparés
entre eux par la paroi du milieu et isolés de I’extérieur par la seconde parois. Deux fluides
de caracteristiques différentes circulent a contre-courant dans les cylindres. Ces fluides
échangent de la chaleur a travers la paroi du milieu. 1l existe deux modeles permettant de
décrire ce procédé :

- Le premier modele qui tient compte de la diffusion de la chaleur dans les différents
corps, i.e., le modele avec diffusion. Dans ce cas le modéle est du type parabolique
(appelé modeéle de diffusion).

- Le second modele dans lequel la diffusion de la chaleur est négligée par rapport au
phénomeéne du transport (de la convection). On obtient le modéle sans diffusion (appelé
aussi modéle de convection). Dans ce dernier cas le modéle est décrit par des équations
aux dérivées partielles (EDP en abrégé) du type hyperbolique d’ordre un, mais dégénére.
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Pour plus de détails sur la modélisation des échangeurs thermiques, on peut se rapporter
a [31] et & la littérature citée dans [31].

Onpose u; = Ty, ug = Ts,uz = Ta,us = Tp. Le systétme d’échangeurs diffusives
se modéelise comme suit:
Opur = aq Ogpur — Fy Opur + ha(ua —uq), V (z,t) € (0,1) x (0, 00)
Opug = (g Opatiz + ho(uy — uz) + ha(uz — uz),
Oruz = a3 Oppus + Fo Opuz + ha(ug — u3) + hs(ug — us3),
Ottg = g Ogzua + he(us — ua),
(Xq) : u1(0,t) =0, Oyu1(1,t) =0,
0:u2(0,t) = 0, dpus(1,t) =0,
0,u3(0,t) = 0,us(1,t) =0,
0:u4(0,t) =0, Opuyg(l,t) =0,
u(x,0) = u'(z), Ve (0,1),

ol aj, ¢ = 1,..,4, h;, j = 1,...,6, et Fi, k = 1,2, sont des constantes positives.
Les EDP (X4) permettent de décrire la dynamique des variations de températures par
rapport au point d’équilibre défini par les températures constantes d’entrée a I’échangeur

des fluides. Les gradients nuls a la frontiére expriment le fait que le flux de chaleur vers
I’extérieur est nul.

Le modéle de convection est gouverné par les EDP hyperboliques suivantes :

8tu1 =-F &Eul + hl(UQ — U1), A ((E,t) S (O7 ].) X (O7 OO)
Ogug = ho(u1 — ug) + ha(us — uz),
(5. : Oruz = F5 Opus + ha(uz — uz) + hs(us — us),
o Oruy = he(uz — ug),
ul(O,t) = 0, U3(1,t) = 07
u(z,0) =u’(z), =€ (0,1).

De méme que dans le modéle de diffusion, les constantes sont réelles et positives.

3. Stabilité du modéle avec diffusion dans X, = (L?(0,1))*

3.1. Rappels de la dissipativité dans les espaces L?

Considérons I’espace de Banach réel L?(0,1), avec p € (1,4+00). Les propriétés
suivantes sont classiques:

— LP(0, 1) est un espace réflexif et séparable.

— Le dual de LP(0, 1) est identifié & L%(0, 1) (via un isomorphisme de Banach), avec

p
= — 1 .

1= (1, +00)

- Le produit < -, - >, ,, de la dualité sur L? x L9 s’écrit:

1
Vfe LP(0,1),g € LY0,1); <g,f >qp= /0 g(z) f(x)dx.
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Pour les espaces produits X,, = (LP(0,1))", p € (1,+00) et n > 1, les propriétés
similaires sont vraies :

— X, est un espace de Banach pour la norme suivante
- 1
Vie Xy, Iflle = lIfill3)? )
i=1

N 1 1
o [|fillp = (Jo 1fi(x)IP)7.
— X, est un espace Banach réflexif et séparable.
— Le dual topologique de (LP(0, 1))™ est identifié & (L9(0,1))™ (via un isomorphisme
de Banach), avec g = }%1 € (1,400).
— Le produit de la dualité sur X, x X, s’ecrit:

1 nooal
VieX,, VgeX,, <ug,f >(M,:/O g(z) - f(x)dx = Z/o gi(x) fi(z)dx.
i=1

La notion de la dissipativité d’un opérateur linéaire A dans un Hilbert H est bien connue.
A est dissipatif si et seulement si Vf € D(A),< Af, f >u< 0. Par contre dans un
espace de Banach, il faut avoir recours a la notion d’ensemble de dualité pour définir la
dissipativité.

Définition L Soit X un espace de Banach et soit X * son dual topologique.
—Pour f € X, I’ensemble de dualité de f, noté J(f), est défini par:
J(f)={g€ X" :llgllx- = Ifllx, < g.f>xx=lIflX}.
— Un opérateur linéaire A sur X est dit dissipatif si
Vfe D(A), 3geJ(f)/ <9, Af >x»x<0.
On a aussi la caractérisation suivante des opérateurs dissipatifs.

Proposition 1 Un opérateur linéaire A sur un Banach X est dissipatif si et seulement
Si
VfeD(A), VA>0, [[(AM —A)f[lx = Alfllx-

Preuve. Voir le Théoréme 1-4.2 in [22]. |

Revenons aux espaces L?(0, 1) et X, = (LP(0,1))", p € (1,+00) etn > 1.
Dans le Banach L?(0, 1), on caractérise complétement I’ensemble de dualité.

Lemme 1L Soit f € LP(0,1). Alors I’ensemble de dualité de f dans L?(0,1) est le

singleton
|f|p2f} |
IRl

Pour le Banach X, = (L?(0,1))", I’ensemble de dualité pour chaque élément est
aussi un singleton.

nif)={r =
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Lemme 2 Soit f € X,,. Alors I’ensemble de dualité J(f) de f dans X, est constitué

d’un seul élément g = (g1, ..., g,)" défini par
0= |fi|p72fi. i—1 n
(2 — bl - A *
1 fill5~
Preuve. Evidemment, g € X, avec ¢ = %, car
1 1 » p—1
— £ P
ol = s | [ (@P7] T = 1Al < +oc
P
et

1
llglla = QO llgill3)z = 11 £1lp-
i=1

Enfin, on a
n 1 n 1 ) )
= i(z) fi(z)dr = i(x)|Pd B = .
<0 f >ap Z/ 4:(x) fy(x)da Z/ @) Pde/||FE2 = 1£12

Donc, g € J(f). D autre part, puisque X ; = X, est strictement convexe, .J( f) est réduit
a un seul élément (voir [6, p.3]). [ |

3.2. Stabilité exponentielle du modele avec diffusion dans les
espaces (L?(0,1))*

Considérons le systéme (X;) d’échangeurs thermiques avec diffusion. On se place
dans le Banach X, = (L?(0,1))* muni de la norme définie par (1). Associons a ce
systéme I’opérateur dans X, défini par

f1(0) =0, f5(0)=0, f3(0)=0, fi(0)=0

D (Ad’p)_{f WO phy =0, A)=0 fB1)=0 F1)=0 |

arfi = Fifi +hi(fo = f1)
azfy + ha(fi — f2) + ha(fs — f2)

A = 3
arf [ asfl + Faff+ halfa — f3) + hs(f1 — fi) ®
auafy + he(fs — fa)
Rappelons les espaces de Sobolev 1V 2-? définis par
W2(0,1) = {f1 € L*(0,1) | f1, fi" € L”(0,1)}.
Effectuons la transformation suivante sur I’opérateur A g
A, =T 1A,,T
ou T est la matrice diagonale d’ordre 4 telle que
o ha  [hahy  [hohahe
T = diag(L\[ 3=\ 7\ s (4)
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L’opérateur A,, s’écrit alors

D(Ap) = D(Ad,p) ®)

arfi' = Fufi = hafi +Vhihafo

042fé/ + v h1h2f1 — (hg + h3)f2 + v h3h4f3 (6)
asfy + Fofy + Vhshafo — (ha + hs) f3 + Vhshe fa

asfy + Vhshefz — he fa

Ecrivons A, comme la somme d’un opérateur différentiel et d’une application bornée de
la fagon suivante :

Apf =

A, = B+C
avec
D(B) = D(Aap), (7
[ fy — Fif{+61f1
Oégf
Bf = 8
/ asfyd + Fofs+62f3 ®)
| aafy
[ —(h1 +61) Vhihs 0
Cf = Vhihs —(h2 + h3) vh3h4 0 O
0 Vhshy —(h4 + hs + 92) vV hshe
0 0 Vs hg

ol et H5 sont des constantes positives que nous préciserons par la suite.

Proposition 2 1l existe des constantes #; > 0, 62 > 0 telles que I’opérateur B défini
par les équations (7) et (8) soit le générateur d’un C'° semi-groupe de contractions sur
X,.

Preuve. (i). Le domaine D(B) donné par (2) est dense dans X, = (LP(0,1))%, car
il contient I’ensemble (C§°(0,1))* des fonctions infiniment différentiables et a support
compact dans (0, 1).

(if). Prouvons que I’on peut choisir 1 > 0, 62 > 0 tels que I’opérateur B soit dissipatif.
Notons d’abord que I’on peut écrire

B = (B15B27B3;B4)T
tel que
Bf = (Bif1,Bafo, Bsfs, Bafa)™, Vf = (f1, fos f5, f1) € Xp;

ou les B; sont des opérateurs sur L?(0, 1) définis par :

D(Bi) = {fi e W*?| f1(0) =0, fi(1) =0}, Bifi = arfi = Fufi +61f1;
D(Bs) = {f € W*P| f5(0) =0, f5(1) =0}, Bafo = asfy;
D(B3) = {fs € W*P| f3(0) =0, f3(1) =0}, Bsfs = asfy + Fafs + 02 fs;
D(Ba) = {fs € W*P| f1(0) =0, f4(1) =0}, Bafs=aafy.
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Il est clair que la dissipativité de tous les opérateurs B; sur L?(0,1) entraine celle de
I’opérateur B dans X, .

Montrons la dissipativité de I’opérateur B;. Soit f; € D(By). Sans perte de la généralité
on suppose que || f1]|, = 1. Par la Définition 1 et le Lemme 2, on passe par les calculs
suivants :

1
< fi,Bif1 >q,p=/ |fP72 fi(aa fy — Fuf) + 01f1) da
0

1 1
— (- 1) /0 |f1|p—2f{2dx—%mv’(l)wl /0 APde. (10

On utilise I’inégalité du type Poincaré suivante:

1 1
1
/ lg|* da < 5/ lg'|* dz, Vg€ W"?, g(0)=0.
0 0

En posant g = |f1|2, on obtient I’inégalité

1 1
, 8
- [ npae < -5 [Cinpan )
0 P~ Jo
En combinant les equations (10) et (11) on obtient
8 -1 !
< fik7B1fl >q7p_ - (% - 61) / |f1|[) dz. (12)
0
Le choix 6 tel que
8a(p—1
01 =01(p) = 71(52 )

donne la dissipativité de I’opérateur B .
Des calculs similaires conduisent a la dissipativité des opérateurs B, B, et Bs en choi-
sissant

8az(p — 1)
Oy = O5(p) = —————=.
(p) pe
(iii). Pourtout: =1, ..., 4, I"image de I’opérateur (I — B;)remplit tout I’espace L?. On

peut le voir en résolvant, pour tout ¢ € L?(0, 1), I’équation différentielle linéaire avec
second membre
auf — Fluy —up = ¢
(5% (O) = 0, (13)
ui(1)=0

Cette équation admet une unique solution u; € W?2P. Donc R((f; + 1)I — By) est
surjectif, ce qui entraine que R(I — B1) = LP(0,1) (voir Théoréeme 1.4.5 dans [22]). On
conclut que B vérifie la condition d’image et qu’il est le générateur infinitésimal d’un C'°
semi-groupe de contractions sur X,V 1 < p < oo. |

Proposition 3 1l existe une constante o, > 0 telle que I’opérateur C' + «a, I, C' étant
défini par I’équation (9), soit dissipatif dans X ,.
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Preuve. Soit f € X,. Onnote g = (g1,...,94)7 tel que

_ |fi|p72fi. i—1
I1£illp

Il s’agit de prouver qu’il existe une constante @ > 0 tel que

gi .,4.

<g,(C+al)f>¢p<0, VfeX,

On effectue les calculs successifs suivants :

<o.C+anf >y, = Y [ (Cranpi@nt)ds
=1

1
= / [((—h1 — 01+ @) f1 + Vhiha fo] g1 da
0
1
+ / [/Tehafi + (—hs — s + o) fo + /e fa] g2 do
0
1
+ / [/Tahafa + (—ha — hs — 03 + &) fs + \/slo fa]gs do
0

+ /01 [Vhshe f3 + (=h + a) f1] ga d. (14)
On poursuit les calculs en utilisant I’inégalité de Holder,
<g(C+al)f >y < (hi—0i+a)All}+ (~he = hs +a)l|fll}
+(—ha = hs — 2+ Q)| S35 + (—he + @) || fal [}
+2/hahs|lfullpl| follp + 2V Bshall follp | f3
+2v/hshg|| fallp|| fallp- (15)

On remarque a ce niveau que si la matrice symétrique C' + «I est définie négative,
I’operateur C' + ol dans X, est dissipatif. Puisque la matrice C' est définie negative,
il suffit de prendre «,, €gal a la plus petite valeur propre de la matrice définie positive
(—C) telle que (C + o) devienne semi-définie négative. |

Corollaire L L’opérateur A,, défini par (5)-(6) est le générateur d’un C° semi-groupe
de contractions S(t) sur X,, 1 < p < +oo. De plus il existe une constante positive «,,
telle que

1Sl < e™', ¥t >0,

c’est-a-dire, le semi-groupe S(¢) (ou I’opérateur A ) est exponentiellement stable sur X,

Preuve. D’aprés les Propositions 2 et 3, I’opérateur B est le générateur d’un C'© semi-
groupe de contractions sur X, et I’opérateur C' + o, 1 est borné et dissipatif dans X,.
En vertu d’un résultat de perturbation (voir Corollaire 3.3, [22, p.82]) on conclut que
Ap + apl = B+ (C + 1) est le générateur d’un C° semi-groupe de contractions sur
X,. En utilisant e*4» = et(Artarl)e=ten on compléte la preuve du Corollaire 1. [ |
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Corollaire2 Pour chaquep € (1, +00), I’opérateur A 4, associé au systéme d’échangeurs
thermiques avec diffusion est le générateur d’un C'° semi-groupe (noté Z(t)) sur X,,. De
plus il existe une constante M > 0 telle que

1Z(#)||, < Me™ ", vt >0,

i.e., le semi-groupe Z(t) (ou I’opérateur A, ,) est exponentiellement stable sur X,

Preuve. Onremarque que si A, est le générateur d’un C° semi-groupe S(t), alors A4, =
T—1A,T est aussi le générateur d’un C° semi-groupe Z (t) défini par
Z({t) =T 'SH)T.

Donc,
Nz@ < NT=H- 1T - 1S @)])-

Le résultat cherché découle du Corollaire 1. [ |

4. Stabilité du modeéle avec diffusion dans (C/0, 1])*

4.1. Générateur infinitésimal

On considére le systeme () d’échangeurs thermiques dans le Banach X = (C/0, 1])*
muni de la norme de la convergence uniforme sur chaque composante, plus précisément :

2

4
vieX, [Ifllx =Iflle= [Z ||fz-||i01 : (16)
=1

L’espace d’état que I’on choisit pour (X ;) est le sous-espace fermé X ., dans X défini par
Xoo={f€ X[ f1(0)=0, f3(1) =0} C X.
L’opérateur associé sur X ., est défini par

a1 f1(0) = F1f1(0) 4+ h1 f2(0) = 0,
azf3 (1) + Faf3(1) + hafo(1) + hs fa(1) = 0,

f2(0)=0, f3(0)=0, fi(0)=0 }
fi1) =0, f3(1)=0, fi(1)=0 [~
17)
arfi = Fifi +hi(fe = f1)
Adoof: a2f£/+h2(fl _f2)+h3(f3_f2) ) (18)

azfy + Fafs + ha(fa — f3) + hs(fa — f3)
asfy + he(fs — fa)

De méme, définissons I’opérateur A, sur X, par
Ao =T Ay o T

D(Ag,00) = {f € (C?)0,1])*N X

avec T la matrice diagonale donnée par (4). On remarque facilement que, pour 1 < p <
q < +oo,0na
D(Ax) C D(Aq) C D(4p) (19)

et A, prolonge A, qui lui méme prolonge A .
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Lemme 3. Les propriétés suivantes ont lieu :
(i) L’opérateur A, est dissipatif dans X ..
(i) L’image R(I — A, ) de I'opérateur I — A, est Xo.

Preuve. (i). Soit f € D(Aw), alors f € D(A,) pourtout 1 < p < +oo. D’aprés le
Corollaire 1, I’opérateur A,, est dissipatif dans X,. La Proposition 1 entraine que

I = As) 1l > Alfllps VA>0, Vp> 1. (20)

En faisant tendre p vers +oo, les quantités || f;||,, tendent vers || f;| |, alors que la relation
(20) donne a la limite

YA >0, [|(A = Aco) flloo = AllfI]oo- (21)

Donc A, est dissipatif dans X.
(ii). Onécrit Ao, = By + Co, OU B, et C, sont des opérateurs de X définis par

D(Bx) = D(Aw), (22)
arfi = Fifi -I
an//
Bof=| "2 | (23)
asfs + Fafs
g fy
—h1 vVhiho 0 0
Vhihs —(hg + h3) Vhzhy 0
Coof = I (24)
0 Vhshy  —(ha+hs) Vhshe
0 0 Vhshe —he

On montre que
p(Boc) D (0,4+00), [[R(X: Bo)l| < A71, WA € (0, +00).

Puisque le domaine D(B) est dense, par le Théoréme de Hill-Yosida [22, p.8], B« est
le générateur d’un Cy semi-groupe sur X .

Comme I’opérateur C, est borné dans X, en utilisant un résultat de perturbation
(voir Théoréme 1.1 [22, p.76]), on établit que

P(Bx + Cso) O (|[Cus|], +00).

En particulier, il existe Ao > 0 tel que R(\oI — As) = Xoo. D’apres le Théoreme 4.5
[22,p.15], R(I — As) = Xoo. [ |

Nous avons donc démontré le résultat suivant.

Proposition 4 Les opérateurs A, et A, sont tous les deux le générateur d’un C°
semi-groupes uniformément bornés sur X ..
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4.2. Stabilité exponentielle du modéle avec diffusion dans X,

Dans cette section, on montre que le C° semi-groupe engendré par I’opérateur A 4
est exponentiellement stable dans X ., et dans Y = (C*[0, 1])*. Ensuite on propose de
caractériser le taux de décroissance exponentielle pour le semi-groupe.

Pour cela nous allons utiliser la théorie des opérateurs sectoriels. D’abord, on montre
que I’opérateur Aq o, est un opérateur sectoriel sur X o, et sur Y... Noter que Y, est un
sous-espace fermé dans Y défini par

£1(0) = FI(1) =0
B £400) = £5(1) = 0
Yo SNV ) = =0
7100) = F4(1) = 0

Proposition 5. L’opérateur A ~ est un opérateur sectoriel sur X, et sur Y.

Preuve. (1). Par la preuve du Lemme 3, I’opérateur B ., est le générateur d’un C° semi-
groupe de contractions sur X .. Pour montrer que A4 . est un opérateur sectoriel, il suffit
de prouver que chaque opérateur composant B, ; de B est sectoriel sur le sous-espace
correspondant de C'[0, 1]. Pour atteindre cet objectif il suffit de prouver qu’il existe des
constantes positives M > 0, w € Ret 6 €]Z, 7| telles que, pour tout i = 1,2,3 ou 4, on
ait

p(Bso,i) D Sow ={X € C,|Arg(\ — w)| < 6} U {w},

M
R(M\, By i)|| < ——, VA€ Sp..
IR Boo )l < 5= )
Ceci se réalise par un calcul direct de I’opérateur de résolvante en résolvant I’équation
différentielle [27, Chapitre 1\VV]. On en déduit, par le théoreme 5.2 [22, p.61], que I’opéra-
teur B, est sectoriel sur X.,. Comme A, ., est une perturbation bornée de B, le
résultat découle du Théoréme 2.1 dans [22, p.80].

(2). Pour I’opérateur A 4y défini sur le sous-espace correspondantdans Y = (C'1[0, 1])4,
le raisonnement est similaire mais avec un calcul plus élaboré. On commence par prouver
que chaque opérateur composant est sectoriel. On laisse au lecteur le soin de la preuve
compléte pour A4y dans Ya.. [ |

Dans la suite, on propose de caractériser les ensembles spectraux pour I’opérateur
Aq oo etpour Agy.

Proposition 6. Les opérateurs definis sur les espaces de Banach différents A, y, Aq
et A4 , ont le méme ensemble des valeurs propres :

op(Aay) = 0p(Adeo) = 0p(Adyg)

et
O’(Ad’y) C O’(Adpo) C O'(Ad,q)a V1< q < o0.
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Preuve. Rappelons que
D(Ad’y) = {f eYon (CB[O, 1])4 | Adoof € Yoo } .

1. Montrons d’abord I’égalité des spectres ponctuels ¢ ,(Ag,00) = 0p(Aa,y). SOit A €
op(Aqy). Alors il existe f € D(Agy) non nul tel que (AT — Aqy)f = 0. Puisque
Ag.o prolonge Ay y, alors f € D(Ago0) €t (A — Agoo)f = 0. DONC A € 0,(Ad,00)-
On en déduit que

0p(Ad,c0) D op(Aa,y).

Réciproquement, soit f € D(A4 o) et soit (A — Ag0)f = 0. Par définition,
I’équation différentielle ci-dessous admet une solution non triviale f € D(A4.00) :

a1 fi' (z) =1 fi(z) + ha(fa(z) = fi(2))

as f3 () ~Af(r) — hao(f1 — f2) + hs(fs(z) — f2(z))

as f3 (x) Fy f5(z) + ha(fa(z) — f3(2)) + hs(fa(z) — f3(2))
asff (z) he(f3(z) — fa(x)),

Par conséquent, la solution f € (C3[0,1])* et Agoof € Yoo. Donc f € D(Agy). On
vient de montrer que
O'p(Adpo) C O'p(Ad,y).

On a ainsi prouvé I’égalité des spectres ponctuels.

(2). Le raisonnement similaire a celui du point (1) permet d’établir que
0p(Ad.oo) = 0p(Ad,q)-
(3). Ilest évident que p(Aqy) D p(Ad,c0) D p(Aa,q), Ce qui permet d’écrire
0(Agy) C 0(Adeo) C o(Ad,q)- (25)
[

Nous sommes en mesure d’établir le théoréme de stabilité dans le cadre des espaces
de Banach X, et Y.

Théoréme 1 Les taux de décroissance exponentielle des semi-groupes engendrés par
Ad o et Ag vy, respectivement, sur X et Yo, sont identiques :

wo(Ad,c0) =wo(Agy) =S(Aq..)= sup Re()) <0.
)\EU;D(Ad,oo)

Par conséquent, le semi-groupe associé au systéme d’échangeurs thermiques avec diffu-
sion est exponentiellement stable sur X ., et Y.

Preuve. D’apreés le Corollaire 2, I’opérateur A4 » est le générateur d’un C'° semi-groupe

exponentiellement stable sur Xo = (LQ(O, 1))4. De plus, on montre que le semi-groupe
engendré est analytique et que A 4 » est a résolvantes compactes, donc o, (Aq,2) = o(Aq.2).
Donc, ona

wo(Aa2) = S(Ag2) = sup  Re(A). (26)

Xeop(Ag,2)
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Puisque A4, et A4y sont sectoriels sur X et Y., respectivement, alors on a aussi
wo(Ad,ee) = S(Ade), wol(Aay) = S(Aay). (27)

A I’aide de la Proposition 6 et du fait que A, . et A4y sont a résolvantes compactes,
nous obtenons de (26)-(27) :

wo(Ag,y) = wo(Ad,c0) = wo(Ag,2) < 0. (28)

D’oll le résultat cherché. [ |

5. Stabilité du modéle sans diffusion dans (C[0, 1])" et
(L7(0,1))"
On considére le systeme (X..) d’échangeurs thermiques sans diffusion (i.e., avec con-

vection). On note par A, . et A.,, respectivement, les opérateurs sur X = (C[0,1])* et
Y, = (LP(0,1))* associés au systeme (X..). lls sont définis par

D(Acoo) = {f € (C(0,1))* | f1(0) =0, fs(1) =0} (29)
D(Acp) = {f € W"?(0,1))* | £1(0) =0, f3(1) =0} (30)

—Fifi +hi(f2 = f1)

ha(f1 — f2) + ha(fs — f2)

Fofs + ha(fa — f3) + hs(fa — f3)
he(f3 — f1)

Ac,pf :Ac,oof = (31)

Rappelons que

WhP(0,1) = {f1 € LP(0,1) | fi € LP(0,1)}.
On effectue la méme transformation que précédemment sur les opérateurs:
E.=TA.oT ', E,=TA.,T"

ou T € R**4 est la matrice diagonale donnée par (4).
On décompose E,, comme la somme d’un opérateur différentiel et d’une application ma-
tricielle bornée:

E,=G+A
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avec
D(G) = D(Acp) (32)
- f]
ar=|" (33)
Fyfs
0
—hy Vhihs 0 0
A Vhiha  —(hg + h3) Vhshy 0 (34)
0 Vhshy —(ha+ hs) hshg
0 0 Vhshe —hg

Nous pouvons démontrer le résultat suivant.

Théoréeme 2 (i) L’opérateur E,, est le générateur d’un C° semi-groupe de contractions
sury,.

(ii) L’opérateur A, , est le générateur d’un C° semi-groupe S, (t) borné sur Y,,.

(iii) La trace de I’opérateur A, o sur I’espace Xy = {f € X | f1(0) = f3(0) = 0} est
le générateur d’un C° semi-groupe Wo(t) borné sur Xj.

Preuve. Pour prouver (i), on montre d’abord que I’opérateur G' précédent engendre un

C° semi-groupe de contractions sur Y,,. Soit f € Y, notons g = (g1, ..., 94)" tel que
AP A
g T T
11
<9,Gf >v,vy, = Z/ (Gf)i(2)gs(x) da
i=1 70
Fy
) ||f & / A@P 2 fa@)fi () da
b e [ 1B e
Jlon e 1 B
L 1
= TR O SO <

D’ou la dissipativité de I’opérateur G sur Y,. On montre que G Vérifie la condition
d’image en utilisant la méme démarche qu’a la preuve de la Proposition 2.

Donc G engendre un C° semi-groupe de contractions sur Y,,, puisque Y, est un Banach
réflexif.

On voit clairement que la matrice A est dissipative dans Y, (voir preuve de la Proposition
3). On déduit, par un résultat de perturbations, que A., = G + A est le générateur d’un
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C" semi-groupe de contractions sur Y.

On établit (ii) exactement comme a la preuve du Corollaire 2.

Enfin pour (iii), on établit que I’opérateur E . est dissipatif et vérifie la condition d’image
sur X par le méme raisonnement qu’au Lemme 3. Ensuite, par le méme raisonnement
qu’a la Proposition 4 on montre que la trace de F . sur X est dissipative, vérifie la con-
dition d’image et est de domaine dense dans X . D’ou le résultat voulu. |

Pour la suite, donnons la définition suivante.

Définition 2 Le C semi-groupe sur Y,, (resp. X,) engendré par I’opérateur A.. , (resp.
trace de A, -, sur Xo) est appelé le semi-groupe associé au modéle de convection sur Y,
(resp. Xp).

Pour étudier la stabilité du semi-groupe engendre par A . o sur X (ou plutét sa trace
sur Xy), nous allons passer a la transformation de I’opérateur.

On effectue dans le systeme (X.) le changement de fonction inconnue de la fagon
suivante:

w=uv; e’ i=1,234,
ol  est un réel arbitraire. Alors v = (v1,v2,v3,v4)7 est la solution du systéme suivant :

O, = —F 8101—9F11)1+h1(2)2—1)1), x € (0,1), t>0
Oyva = ha(v1 — v2) + h3(vs — v2),

= Opvg = Fp Oyvz + 0Fovs + hy(ve — vs) + hs(vg — v3),

' Orvg = he(vs — v4),

v1(0,t) =0, wvs(1l,t) =0,

v(z,0) =0%(z), € (0,1).

On introduit les opérateurs A. o et A, ¢ sur X, et Y}, respectivement;

D(Acp) = {f € (C'(0,1))* | f1(0) =0, f3(1) =0} (35)
D(Ape) = {f e (W"(0,1))* | f1(0) =0, f3(1) = 0} (36)

—Fifi =08 fi + ha(f2 — f1)

ha(f1 — f2) + hs(fz — f2)

Fyf3 +0F; f3 + ha(fa — f3) + hs(fa — f3)
he(fs — fa)

Ap,Gf = Ac,Gf = (37)

On effectue la méme transformation que précédemment :

Ec’e =71 Acyg T, Epﬁ =71 Apﬁ T.
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On fait la décomposition de £, 5 comme la somme d’un opérateur différentiel et d’une
application matricielle bornée : £, 9 = G + Ag avec

D(G) = D(Ap) (38)
—Ifi
ar=|" (39)
F>f}
0
—(hl + 9F1) v hiho 0 0
Ap = Vhiho —(ha + h3) Vh3hy 0 (40)
0 vV hshy —(h4 + hs — QFQ) v hshg
0 0 Vhshe —hg

On établit le résultat important suivant.

Proposition 7. 1l existe des constantes # > 0 et p > 0 indépendantes de p telles que
I’operateur £, ¢ + 11 soit le générateur d’un semi-groupe de contractions sur Y.

Pour prouver cette proposition, nous aurons besoin des lemmes qui suivent.

Lemme 4. 1l existe des constantes § > 0 et © > 0 indépendantes de p telles que
I’operateur Ay + w1 soit dissipatif dans Y.

Preuve. Soit f € D(G), notons g = (g1, ...,94)" tel que
_ lfilP—2fi.
1 fill5~2

On effectue les mémes calculs qu’a la preuve de la Proposition 3. A I’aide des inégalités
de Holder et de Cauchy, on peut écrire

1=1,...,4.

) )

gi

<g,(No+pl)f >v,v,=

g1 [—h1 = O0F1 + plfi + Vhiha fo
_ 92 Vhiha fi + [—ho — ha + p] fa + Vhsha f3
g3 || Vhshafo+ [—ha— s+ 0F> + p f3 + Vhshe f1
94 Vhshe f3 — hefa + pfa .
=<491, (_hl —0F + /j/)fl + v h1h2f2 >a,p
+ < g2, Vhihafi + (—ho — ha + 1) fo + \V/ hshafs >qp
+ < g3, Vhshafo+ (—hs — hs + 0F> + p1) fs + \/ hshe fa >qp
T
Il f1llp | f1llp
b < guBalofs + (cho+ ) fa < | 20| &gy | 12|

| f3llp Il f3llp
| fallp Il fallp

Numéro spécial Claude Lobry



Stabilité d'un systéme thermique - 377

ou
—(hi+60F)  Vhihy 0 0
7\9 _ Vhihs —(hg + h3) vV hshy 0
0 Vhshg —(ha + hs — 0F2)  \/hshg
0 0 Vhshe —hg

On peut trouver une constante 6 > 0 telle que la matrice (—7&9) soit définie positive, il
suffit de prendre sa plus petite valeur propre pour p :

W= min4ai(—K9).

1=1,..

Cela permet d’obtenir I’inégalité suivante :

-
Il f1llp [l f1llp
| 2l R [l f2llp
<g,(Ag+pul)f >v, v, < (=Ag — pul) <0
/31l Il f3llp
[l fllp [l fallp
On compléte ainsi la preuve du Lemme 4. |

Remarque 1L On peut aussi choisir une constante § < 0 telle que (—7\9) soit définie
positive. Par conséquent il existe des constantes § < 0 et . > 0 telles que (A + uI) soit
dissipatif.

Lemme 5 L’opérateur G défini par (38)-(39) est le générateur d’un C© semi-groupe de
contractions sur Y,.

Preuve. La preuve de ce lemme est donnée au début de la preuve du Théoreme 2. |

Preuve de Proposition 7 : D’aprés le Lemme 4, il existe 8 > 0 et u > 0 telles que
(Ag+ pI) soit dissipatif. Par le Lemme 5, I’opérateur £, g + ul = G + Ag+ p1 est aussi
dissipatif et donc le générateur d’un C'° semi-groupe de contractions sur Y,,. |

Maintenant, nous énoncons le résultat de stabilisation.

Théoréeme 3 (i) Pour tout 1 < p < +o0, le semi-groupe W, (t) surY,, = (L?(0,1))*
associé au modéle de diffusion est exponentiellement stable.

(i) Le semi-groupe Wy (t) sur X, associé au modéle de convection est exponentiellement
stable.

Preuve. (i) La Proposition 7 assure I’existence de p > 0 et 6 € R tels que I’opérateur
E,.¢ + ulI soit générateur d’un C'° semi-groupe de contractions sur Y,,. En notant par
T,0(t) le C° semi-groupe sur Y, engendré par E,, ¢, on établit que

Yw €Y,, W,(t)w(x) = e’ T,(t) (679' w) (). (42)
Le semi-groupe T}, ¢ est exponentiellement stable :

Ty = e~ Mt o(Epetul)t
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Par conséquent, il existe une constante A/ > 0 dépendant de 6 telle que
Wp(t)|| < M e ™, vt >0.

(i) En vertu de la Proposition 7, il existe 1 > 0 et # € R (indépendants de p) tels que
I’opérateur surY, E, o+ soit dissipatif. En passant en limite, on prouve que |’ opérateur
E. ¢+ pl est dissipatif (similaire a la preuve de la Proposition 2 (iii)) sur X, et verifie
la condition d’image. Par conséquent, I’opérateur £ . ¢ sur X, engendre un semi-groupe
uniformément borné sur Xy que nous notons Ty(¢). En notant Wy (¢) le semi-groupe sur
X engendré par E., on établit une relation similaire & (42) entre W(t) et Ty(t). Par
conséquent, il existe une constante M > 0 dépendant de 6 telle que

[[Wo(®)|| < M e " vt >0.

Ainsi on acheve la preuve du Théoréme 3. [

Enfin nous indiquons que le semi-groupe associé au modele de convection n’est pas
analytique.

Proposition 8 le semi-groupe (sur Y, ou X) associé au modéle de convection n’est pas
analytique.

Preuve de Proposition 8 : I suffit de prouver que I’opérateur de transport 7 sur C[0, 1]
suivant
D(T):{fGCI[O,l]f(O):O}, Tf:_fz

n’est pas sectoriel. En effet I’opérateur de résolvante s’écrit
RONT)f (2) = u(z) = / MR f(e)de, YV fe X, VaeC. (43)
0

Supposons que 7 est sectoriel. Puisque son semi-groupe engendré est borné, son
ensemble de résolvante p(7") contient I’ensemble 3 des A = n +im telsque n < 0 et
|%| soit suffisamment petit. De plus, il existe une constante M > 0 telle que

AR T)f|| < M|l VA€ X, Vf e Clo,1]. (44)
Soit f = 1 et soit A\ = n + i m. La relation (43) entraine

1— e—(n—i—im)m et _ 1

>
Al

)] = |

n 4+ 1im
Cela permet d’écrire I’inégalité suivante pour n grand :

1/p

1/p
' 1 ! —nx
l[ullp > (/1/2 IU(x)I”dfc> =N </1/2(e - 1)%1;5)

1/p _ _ 1/p
1 1 1 np _ np/2
> — / e Py = — (L> . (45)
2[A \J1/2 2[Al —np

Comme la fonction exponentielle emporte sur le polynéme, a partir de (45) on obtient

B T)fI = Al [lufl = +oo
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lorsque n — —oo. Ceci est en contradiction avec (44). Donc le semi-groupe n’est pas
analytique dans Y.

Maintenant, soit f(x) = e® — 1. Soit A € 3. Par (43), on trouve u(x) :

@=Ly
W D PP T
Alors,
e_n Ae
T oo — oo> T ’ 4
INTROST) flloo = 1] [Jul] = N1 A+ 1 (40)

La fonction exponentielle emportant sur le polynéme, le membre de I’extréme droite de
(46) tend vers +o0o quand n — —oo. Or, cela est en contradiction avec (44). Par con-
séquent le semi-groupe n’est pas analytique dans X o, non plus.
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