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RESUME. Nous développons une théorie générale pour des équations d'évolution de type hyperbolique-
parabolique non linéaire a 'aide de la théorie des semi-groupes non linéaires dans les espaces de
Banach. Nous établissons des résultats d’existence, d’unicité et de dependance continue par rapport
aux données d'une bonne solution du probleme de Cauchy ou des problémes aux limites associées

a cette équation sous des hypotheses tres générales.

Avec des hypothéses complementaires, nous montrons que cette bonne solution est une solution
locale de type entropique, nous étudions également I'unicité des solutions faibles et I'existence de
solution forte.

ABSTRACT. We develop general theory for degenerate hyperbolic-parabolic type problems using
semi-group theory in Banach spaces. We establish existence, unigness results and continuous de-
pendance with respects to data for mild solution.

Similar results are developped for weak solution of entropy type, and existence of solutions are stud-
ied.

MOTS-CLES : Equation parabolique degénérée, solution faible, semi-groupe, solution entropique

KEYWORDS : Degenerate parabolic equation, weak equation, entropy solution, semi-group

Numeéro spécial Claude Lobry Revue Arima - Volume 9 - 2008, Pages 381 a 386



Toure - 382

1. Introduction

Nous présentons dans ce travail divers aspects mathématiques de problémes parabo-
liques fortement degénérés en une dimension d’espace.
Il s’agit d’équations d’évolution modélisant par exemple I’écoulement d’un fluide dans
un milieu poreux ou bien décrivant les effets combinés de diffusion non linéaire et de
convection de matiére.
Le probléeme considérée est de la forme :

= Plu)ar — (e + ] SrQ =10, TIxI,

¢ 1)
w—=0 dans 3" =]0, T[x0I, (
u(0) = ug sur I

ou I est un ouvert de R, f est donnée sur @ =]0,T[xI et ug sur I. ¢ et ¢ sont des
fonctions continues avec ¢ croissante au sens large. Par la théorie des semi-groupes non
linéaires dans L (I), on introduit une notion de << bonne solution >> du probléme. On
introduit tout d’abord une notion de solution entropique du probléme elliptique associé :

(PS) { ;‘i(zé)xx +Y(u)e = f Ssuurralj. )

Nous avons introduit dans [2] une notion de solution entropique du probléme elliptique
associé (PS).

Définition 1 On appelle solution entropique du probléme (PS) toute fonction
u € L, (R)N LS. (R),u=0ppsur R\ I,p(u) € C(R). llexiste h € C(IR) tel que
h=—p(u); + ¥ (u) dans D'(I) et

/ sign(u — k){[h — p()|Co + fChdz > 0 ¥C € D*(R), k€ R, ®3)
R
Notons

Li(I) ={u e L'(R),u =0p.psurR\ I}. (4)

Etant donné = € R, on note u(z+) la limite & droite et u(xz—) la limite & gauche
lorsqu’elles existent.

Proposition 1 Soient f € L} (R) etu € L}, .(R) verifiant pour tout = € R, u(x+) et

loc

u(z—) existent. Alors w est solution entropique de (PS) si et seulement si u est solution
au sens suivant :

h = —¢(u), + 1 (u) dans D'(I) et pour tout = € R et k € [u(z),u(x)], ona

ot onanoté u(xr) = u(z+) Au(z—) etu(z) = u(z+) V ulz—).

Nous associons au probléme (PS) un opérateur défini sur L (1) par A = Ay,
Au = fsiue Li(I), f € Li(I) et u est solution entropique de (PS).
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Théoréme 1 L’opérateur A est unique et vérifie les propriétés suivantes :
1) A estfortement 7' — accrétif dans L (1)
2) YA>0, Jy=(I+)XA)"',Dy=R(I+\A)
D(Jy) > BV(R) N L§(I) et JA\(BV(R) N L(I)) € BV(R),
3) D(A)N BV (IR) est dense dans L{(I).

A I’aide de la théorie générale des équations d’évolution dans les espaces de Banach, nous
en avons déduit I’existence et I’unicité de solution semi-groupe du probléme :

du
{ a A ©)
u(0) = wo,

pour toutes données f € L' (Q) etug € L§(1).

Nous avons établi la dépendance continue de ses solutions par rapport aux données f, u ¢, ©
et 1.

Notons qu’une étude de I’opérateur dans L ! avait été effectuée par Wu Zhuogun avec une
définition différente exigeant des hypotheses restrictives sur ¢ et .

2. Théorie locale

Considérons I’équation quasi-linéaire E (v, ¢, f, Q)

O pu)ee — 0w+ f s Q ©

ol @ un ouvert de R?2, v, ¢ des fonctions continues de R dans R avec ¢ croissante au
sens large.

On fait la normalisation ¢ (0) = 4(0) = 0.

Precisons tout d’abord la notion de solution classique de (E). On appelle solution clas-
sique de E(v, ¢, f, Q) toute fonction u € C(Q) telle que :

Ut = @(u)zz - Q/J(U) + f dans Q, (7)

ol 1ty — % (1), 9()a € C(Q).

Nous avons alors que f € C(Q).
Notons que lorsque v, ¢ € C(Q), f € C(Q) : toute fonction u € C1(Q) telle que

up = () pe — ¥(u) + f dans D'(Q) (8)

est solution classique de (E).

Définition 2 On appelle solution généralisée de E (¢, ¢, f, Q) toute fonctionu € L}, .(Q)
verifiant : 1l existe une suite

(Vny Oy frr tn) de C(R) x Cp (R) x C(Q)? avec u,, solution classique de
E, = E(wnv Pns Ins Q) telle que
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Up — U;fn I f dans Llloc(Q)7
P, — ; pp — @ dans C(R), 9)
Y (Un) — P(u); pn(un) — @(u) dans Llloc(Q)

ou on a noté C,, (R) I’ensemble des fonctions de R dans R continues et monotones crois-
sante (au sens large).

Remarque 1 Soit (¢, ©n, fn, un) Une suite de C(R) x C,,(R) x Li,.(Q)?* convergente
vers (v, ¢, f,u) ausensde (9). Si pour tout n, u,, est solution gééralisée de E (¢, ©n, fn, Q)
alors w est solution généralisée de E(v, o, f, Q).

La notion de solution généralisée est une notion globale, il lui correspond la notion locale
suivante

Définition 3 On appelle solution généralisée locale de E (1), ¢, f, Q) toute fonction u €
L},.(Q) vérifiant : tout point (o, 7o) € @, admet un voisinage ouvert Q; de Q telle que
la restriction de w & Q1 soit une solution généralisée de E (v, ¢, f,Q1).

Suivant S. N. Kruskhov, on définit la solution entropique de E(, ¢, f, Q)
On appelle solution entropique de E (1, ¢, f, Q), toute fonction u € L},.(Q) vérifiant :
Y(u), p(u) € L},.(Q) etpourtoutk € R, ona :
0 0/ . .
E|u — k| + 9 (szgno(u — k) (u) — w(k;)]) < signo(u — k) f
2

£ o) — (k)] dans D'(Q), (10)

L r .
ou signor = ﬂ pour r # 0, et 0 sinon.
r

Proposition 2 Toute solution généralisée locale de E (v, ¢, f, Q) est solution entropique.

On suppose dans ce qui suit que @ =)0, T[xR avec ¢ > 0.
On se donne up € L*°(R) et f € L,.(Q) verifiant pour p.p t €10, T,
T

£O € L=®), [ 1170ll=my dt < oc.
0
On consideére le probleme de Cauchy, PC(4, ¢, f,uo)

O e — e+ U Q,
(PC) (1)
u(0) = ug sur R.

On appelle solution généralisée (resp. généralisée locale) du probléme de Cauchy (PC),
toute solution généralisée (resp. généralisée locale) u(t) — uq dans L}, (IR) lorsque
t — 0 essentiellement.

Théoréme 2 1l existe une unique fonction v € L°°(Q) solution généralisée locale de
(PC); de plus u € C([0, T]; Li,.(R))et vérifie

T
()] e < ol ) + / 1F )] o= e dt (12)

pour tout ¢ € [0, 7] et u est solution généralisée de (PC).
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3. Probleme elliptiqgue- parabolique non linéaire

On se donne b et ¢ des fonctions de R dans R continues croissantes ( au sens large ).
On suppose de plus que b est surjective.
Soit d’autre part a(k, ¢) une fonction de R x R dans R continue croissante au sens large
en¢.
On fait I’hypothese de coercivité suivante sur a :

lim  inf |a(k, ()| = 400, V R > 0. (13)
[¢[—+oo [k|<R

Nous avons introduit la notion de solution entropique du probléme elliptique (au sens de
Bénilan)

(PS) b(u)—alu,p(u)z)s = f sur]o,T[xR; (14)

associé au probléme d’évolution (PE)

(PE) { b(u)e — a(u,gp(u)x)x =f sur]0,T[xR, (15)
b(u(0)) = vo sur R

pour f donnée sur @ et vg sur R.
Définition 4 Soit f € L}],.(R), on appelle solution entropique de (PS), toute fonction

u € L*=(R) telle que p(u) € W (R) etil existe h € C(R),
h = a(u,p(u)y) p.p € R verifiant

| siand () = D) = 1), + (7 = b)) = 0
et

| siand 0600 = b L(H (k) = D), + (7 = b)) < 0
pour tout k € R, £ € D(R), £ > 0 ouonanoté H(k) = a(k,0).

Proposition 3 Soient f, f € LY(R), u,u € L*(R) solutions entropiques de (PS) cor-
respondant & f et f respectivement, il existe a € signg (b(u) — b(u)) p.p = € R telle
que :

[ 0w —s@) o< [ als-)an (16)
R R

Ce résultat est & rapprocher de mes résultats antérieurs [3].

Suivant la théorie générale des équations d’évolution dans les espaces de Banach, on a
introduit I’opérateur A, de L*(R) définie par :

(b(u),v) € Ap, v € LY(R) N L*°(R) et u est solution entropique de (PS) avec
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f=v+bu).
On appelle << bonne-solution >> de (PFE) toute fonction « : @ — R mesurable telle
que v = b(u) soit solution au sens de la théorie des semi-groupes du probleme :

d
d_:f} +Apw 3 f, v(0) = wo. a7
Le résultat principal que nous avons développé avec S-Ouaro (cf [7]) est le suivant

Théoréme 3 Sous les hypothéses précédentes, étant donné f € L1(Q), vo € L1(R), il
existe une unique bonne solution de (PE) v = b(u) caractérisée par :

b(u) € C([0,T); L (R)),  b(u(0)) = vo. (18)

et pour tout € € D(J0, T[) £ > 0 b(a) € D(Ay), il existe a € sign(b(u) — b(w)) p.p sur
Q telle que

/ /Q o{ (b(w) — B@NE + (f — Ayb(@))E}da dt > 0. (19)

De plus, les bonnes solutions vérifient le principe de comparaison, plus précisement,
si f < fppsur@etv <7,p.psurRR,alors (b(u) < b(w) p.psur @ ol u,u sont les
solutions de (PE') correspondant respectivement aux données (f,vo), (f, 7o)

Ce résultat est la conséquence directe, d’aprés le théoréme des semi-groupes dans L !, du
Lemme suivant.

Lemme 1 L’opérateur A, est T-accrétif dans L*(R), a domaine dense dans L*(R) et vé-
rifie la conditiond’image, c’estadire YA > 0, I'image de I+\A,, R(I+\A;) est dense
dansL!(R).

Sous certaines hypotheses restrictives sur les données, la << bonne-solution >> est solu-
tion entropique du probléme d’évolution. Nous avons également développer des résultats
d’existence et d’unicité de solutions renormalisées du probléme considére.
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