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RÉSUMÉ. Dans cet article, nous proposons un nouveau critère de séparation aveugle de sources
cyclostationnaires au second ordre de fréquences cycliques supposées connues et toutes différentes,
dans le cadre d’un mélange linéaire instantané. La méthode est issue de l’analyse spectrale; elle est
basée sur l’exploitation des caractéristiques cyclostationnaires à l’ordre deux des signaux sources.
La méthode est facile à mettre en oeuvre. Les résultats théoriques sont présentés et illustrés par des
simulations.

ABSTRACT. In this paper, we propose a new blind separation criterion for second order cyclosta-
tionary sources with known and different cyclic frequencies. The method results from the spectral
analysis; it is based on the use of the second order cyclostationary characteristics of the source
signals. The theoretical results are presented, proved and illustrated by simulations.
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1. Introduction

Lespremières méthodes de séparation aveugle de sources (SAS) ont été abordées au mi-
lieu des années 80 [1]. Comon a ensuite défini le cadre mathématique de l’Analyse en
Composantes Indépendantes [2, 3]. La SAS est une technique de traitement du signal
qui consiste à restituer un ensemble de signaux non-observables appelés sources à partir
d’un ensemble de signaux mesurés appelés observations. La plupart des méthodes de la
SAS supposent l’indépendance statistique de celles-ci ; elles consistent à rendre les ob-
servations indépendantes au sens statistique. Les différentes méthodes présentées dans la
littérature s’appliquent dans le cas stationnaire, certaines de ces méthodes se contentent
de rendre les observations indépendantes à l’ordre deux (décorrélation ou blanchiment)
[4, 5], d’autres utilisent des statistiques d’ordres supérieurs (voir par exemple [6, 7]). En-
fin, d’autres méthodes sont basées sur la minimisation de l’Information Mutuelle (voir
par exemple [8, 9, 10]). Celles-ci s’appliquent et donnent de bons résultats pour des
sources stationnaires ; néanmoins elles ne sont pas généralement exploitables directement
dans le cas cyclostationnaire, car les estimateurs statistiques associés ne sont pas géné-
ralement adaptés. La SAS cyclostationnaires quant à elle a été étudiée plus récemment ;
[11, 12, 13, 14, 16] considèrent ce problème et proposent des méthodes s’appliquant dans
des situations spécifiques particulières. Castellaet al.[17] traitent de la SAS pour des mé-
langes convolutifs de sources de modulation à phase continue (CPM) qui sont des signaux
stationnaires. La difficulté réside dans le fait que ces sources sont non linéaires (et donc
non i.i.d). Ils proposent une méthode de séparation “hiérarchique” basée sur la maximi-
sation d’un contraste (qui s’applique dans les deux cas i.i.d et non i.i.d) et qui améliore
les méthodes de déflation. La validité de la méthode a été prouvée sous des conditions
générales. En outre, Jallon et Chevreuil [15] considèrent la SAS cyclostationnaires ; dans
un cadre de sources complexes « circulaires », ils proposent deux versions adaptées de
l’algorithme de [3]. Ces versions sont basées sur les cumulants d’ordre quatre et utilisent
les auto-corrélations cycliques. La validité des méthodes proposées a été demontrée pour
des signaux complexes circulaires sous des conditions généralement vérifiées pour de tels
signaux. Bouguerriouet al. [18] proposent une méthode permettant d’extraire un signal
d’intérêt cyclostationnaire de fréquence cyclique connue en exploitant l’autocorrélation
cyclique dans le cadre d’un mélange instantané. Dans le présent article, nous étendons ces
travaux, en proposant une nouvelle méthode de la SAS réelles cyclostationnaires à l’ordre
deux de fréquences cycliques connues et distinctes. Cette méthode permet d’extraire si-
multanément les signaux sources. Les signaux cyclostationnaires sont d’intérêt pratique
dans les domaines des radiocommunications, radar, diagnostic des machines tournantes,
etc ... Le reste du papier est organisé comme suit. Dans la section 2, nous présentons le
modèle de la SAS. Dans la section 3, nous présentons notre critère de séparation, nous
montrons que le critère proposé conduit à la séparation et nous prouvons l’existence et
l’unicité de la solution. La section 4 est consacrée aux résultats de simulations illustrant
la performance de la méthode proposée en comparaison avec l’algorithme proposé dans
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[18].

2. Modèle de la séparation aveugle de sources

Le mélange est de la forme

x = As + n (1)

où A ∈ R
p×p est la matrice de mélange, de dimensionp × p et s = (s1, . . . , sp)

T

sont les signaux sources, supposés indépendants et cyclostationnaires à l’ordre 2, de fré-
quences cycliques différentes.n est le vecteur des signaux bruits, dont les éléments sont
supposés centrés, mutuellement indépendants, et indépendants des signaux sources. La
présence du bruit additif dans le modèle de mélange complique le problème de la sé-
paration de sources. Pour simplifier le problème, le bruit est supposé négligeable (après
pré-traitement). Le but est donc d’estimer les sourcess à partir des observationsx =
(x1, . . . , xp)

T . En se restreignant à un estimateur linéaire instantané, nous avons

y = Bx (2)

où B ∈ R
p×p est la matrice séparante. Le problème consiste donc, à partir des observa-

tionsx, à déterminer cette matriceB, qui conduit à une bonne estimation des sourcess,
en exploitant la cyclostationnarité des signaux sources. La méthode que nous proposons
se décompose en deux étapes : La première étape consiste à blanchir les observationsx.
Soit W ∈ R

p×p la matrice de blanchiment des signaux observésx. Notons les signaux
blanchis

z = Wx. (3)

On a donc

z = Wx = WAs (4)

avecV := WA est une matrice unitaire ; c’est-à-direVVT = I et det(V) = 1. Pour
retrouver donc les signaux sourcess, il faut estimer la matrice inverseU deV, qui sera
par conséquent une matrice unitaire. La deuxième étape consiste à faire une rotation des
signaux blanchisz. SoitU une matricep × p telle queUUT = Ip et det(U) = 1. Cette
matrice est paramétrée par les rotations de Givens ; elle s’écrit

U(θ) :=
∏

1≤i<k≤p

G(i, k, θm) (5)

où
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G(i, k, θm)j,l =





cos(θm) si j = i, l = i ou j = k, l = k;
sin(θm) si j = i, l = k;
− sin(θm) si j = k, l = i;
1 si j = l;
0 sinon,

(6)

pour tous1 ≤ j, l ≤ p, et θm ∈] − π/2, π/2[, m = 1, . . . , p(p − 1)/2, sont (les com-
posantes deθ) les angles de rotation du plan des observations blanchiesz. Le nouveau
processus devient

y = U(θ)z. (7)

La matrice de séparationB s’écrit donc comme le produit des deux matricesU etW

B = U(θ)W.

Dans la suite, nous présentons une méthode permettant un choix optimal deθ, basée sur
l’utilisation de la corrélation cyclique des sources.

3. Description de la méthode proposée

Soit t un instant fixe. Le signalx(t) est cyclostationnaire à l’ordre deux avec des fré-
quences cycliques(mα0;m ∈ Z) si sa fonction d’autocorrélation

t 7→ Rx(t, τ) := E (x(t)x(t + τ))

est périodique de périodeT0 = 1
α0

. (E désigne ici l’espérance mathématique). Dans ce
cas, l’autocorrélation se décompose en série de Fourier comme suit ([19, 20]) :

Rx(t, τ) := E(x(t)x(t + τ)) =

+∞∑

m=−∞

Rmα0

x (τ) · ej2π m
T0

t (8)

avec

Rmα0

x (τ) = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2

x(t)x(t + τ) · e−j2π m
T0

tdt, m ∈ Z, (9)

si le signalx(t) est “cycloergodique” à l’ordre2, dans le sens suivant : la moyenne tem-
porelle de

x(t)x(t + τ) · e−j2π m
T0

t

estun nombre certain.
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Par souci de clarté, et sans perte de généralité, nous présentons la méthode pour un mé-
lange de deux sources (p= 2). L’extension au cas de plusieurs sources (p≥ 3) est
présentée dans la remarque 2. De l’équation (7), il vient

y1(t) = cos(θ) · z1(t) + sin(θ) · z2(t),

y2(t) = − sin(θ) · z1(t) + cos(θ) · z2(t). (10)

On constate quey1 est un mélange dez1 etz2 qui sont des estimées des1 ets2 ; commes1

ets2 sont de fréquences cycliquesα1 etα2 respectivement (avecα1 6= α2), il est naturel,
pour séparers1 des2, de maximiser enθ, l’écart

Γ1(θ) =

L1∑

m=1

(
|Rmα1

y1
(0)|2 − |Rmα2

y1
(0)|2

)
. (11)

De même, commey2 est un mélange dez2 etz1 qui sont des estimées des2 ets1 (respec-
tivement), pour séparers2 des1, on propose de maximiser enθ, l’écart

Γ2(θ) =

L2∑

m=1

(
|Rmα2

y2
(0)|2 − |Rmα1

y2
(0)|2

)
. (12)

Enfin, pour restituer simultanéments1 ets2 à partir dey1 ety2, en tenant compte de (11)
et (12), on propose de maximiser enθ le contraste suivant

Γ(θ) = Γ1(θ) + Γ2(θ) =

L1∑

m=1

(
|Rmα1

y1
(0)|2 − |Rmα2

y1
(0)|2

)
+

+

L2∑

m=1

(
|Rmα2

y2
(0)|2 − |Rmα1

y2
(0)|2

)
. (13)

Notons que d’après (10), il vient

Rmα1

y1
(0) = cos(θ)2Rmα1

z1
(0) + sin(θ)2Rmα1

z2
(0) + 2 cos(θ) sin(θ)Rmα1

z1z2
(0),

Rmα2

y1
(0) = cos(θ)2Rmα2

z1
(0) + sin(θ)2Rmα2

z2
(0) + 2 cos(θ) sin(θ)Rmα2

z1z2
(0),

Rmα2

y2
(0) = sin(θ)2Rmα2

z1
(0) + cos(θ)2Rmα2

z2
(0) − 2 sin(θ) cos(θ)Rmα2

z1z2
(0),

Rmα1

y2
(0) = sin(θ)2Rmα1

z1
(0) + cos(θ)2Rmα1

z2
(0) − 2 sin(θ) cos(θ)Rmα1

z1z2
(0).

Ces formules sont utilisés pour calculer la fonction coût (13) pour toutθ. Les paramètres
L1 et L2 sont les nombres des coefficients considérés dans la décomposition en série de
Fourier de l’autocorrélation et de l’intercorrélation des signaux blanchisz1 etz2. Le choix
de ces paramètres se fait indépendamment deθ à l’aide d’un seuillage des coefficients
des décompositions en série de Fourier de l’autocorrélation et de l’intercorrélation des
signaux blanchisz1 etz2.
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Remarque 1 La méthode proposée reste valable dans le cas où une seule fréquence cy-
clique est connue (par exempleα1), si les autres sources sont stationnaires (par exemple
s2). Dans ce cas, nous prenons naturellementα2 = 0, et puisqueL1 et L2 sont des
constantes (ne dépendent pas deθ), le critèreΓ peut être simplifié ainsi

Γ(θ) =

L1∑

m=1

|Rmα1

y1
(0)|2 −

L2∑

m=1

|Rmα1

y2
(0)|2.

Remarque 2 La fonction coûtΓ se généralise au cas dep sources de la manière suivante

Γ(θ) =

p∑

i=1

Li∑

m=1


|Rmαi

yi
(0)|2 −

p∑

j=1;j 6=i

|Rmαj

yi
(0)|2


 .

La méthode proposée est justifiée par la proposition suivante (pour la démonstration voir
annexe).

Proposition 1 La maximisation du critèreΓ conduit à la séparation de sources. En outre,
la valeur maximale existe et est unique.

Remarque 3 Notons que le critèreΓ est symétrique et donne les estimations de toutes
les sources simultanément.

4. Résultats de simulations

Nousprésentons dans ce paragraphe deux exemples de simulations pour illustrer la perfor-
mance de la méthode. Dans le premier exemple, on traite le cas de deux sources cyclosta-
tionnaires de fréquences cycliques différentes. Dans le deuxième exemple, nous traitons
le cas de trois sources cyclostationnaires de fréquences cycliques toutes différentes.

Exemple 1 Considérons les deux sources cyclostationnaires à l’ordre deuxs1 et s2 res-
pectivement de fréquences cycliquesα1 = 2F1 = 80 Hz etα2 = 2F2 = 30 Hz

s1(t) = a(t) cos(2πF1t),

s2(t) = b(t) cos(2πF2t),

où a(t) et b(t) sont des signaux blancs gaussiens centrés et réduits. Le nombre d’échan-
tillons et la fréquence d’échantillonnage sont fixés respectivement à4000 et 40 KHz. La
matrice de mélange est

A =

(
1 0.9

0.75 1

)
.

Revue ARIMA, vol. 12 (2010), pp. 1-14.
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La figure 1 illustre la courbe representative du critère proposé ; c’est-à-dire la fonction
coût

θ ∈

]
−π

2
,
π

2

[
7→ Γ(θ), (14)

le critère proposé dans [18]

θ ∈

]
−π

2
,
π

2

[
7→ Ci(θ) =

∣∣Rαi

yi
(0)
∣∣2 , i = 1, 2,

et l’erreur quadratique moyenne

θ ∈

]
−π

2
,
π

2

[
7→ EQM(s,y, θ) =

2∑

i=1

‖si(t) − yi(θ)‖
2 (15)

entre les signaux sourcess et les estimésy. Dans (14), on choisitL1 = L2 = 1 ; les
autres coefficients de la décomposition en série de Fourier sont négligeables. On constate
que notre critère est régulier ; il admet un seul maximumθ̂ = −0.0995 rd correspondant
à l’estimation optimale (au sens de l’erreur quadratique moyenne) des sourcess1 et s2 ;
(voir figure 1). Les maximums deC1 et C2 sont respectivement̂θ1 = −0.0962 rd et
θ̂2 = −0.1027 rd. Tous les maximums sont calculés par utilisation de l’algorithme de
descente du gradient avec un pas fixe (µ= 0.01), pour50 itérations, en prenant comme
point initial θ = 0. Nous observons que le maximum du critère proposéΓ est très proche
de l’optimum théoriquẽθ = −0.0996 rd, qui est le minimum de l’EQM. Pour mesurer la
qualité de séparation, nous utilisons le rapport signal sur interference (RSI) défini par

RSIi(s,y) = 10 log10

E{s2
i }

E{(si − yi)2}
, i = 1, 2.

Nous présentons dans le tableau 1, en dB, le RSI pour les trois critèresC1, C2 etΓ, où la
taille des signaux estN = 4000. Les simulations sont répétées 500 fois. Les variances des
RSIs sont également présentées pour les trois critères. Nous constatons que la méthode
proposée donne les meilleurs résultats.

Exemple 2 Considérons les trois sources cyclostationnaires à l’ordre deux de fréquences
cycliques respectivesα1 = 2F1 = 30 Hz,α2 = 2F2 = 70 Hz etα3 = 2F3 = 130 Hz

s1(t) = a(t) cos(2πF1t),

s2(t) = b(t) cos(2πF2t),

s3(t) = c(t) cos(2πF3t),

Revue ARIMA, vol. 12 (2010), pp. 1-14.
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où a(t), b(t) et c(t) sont des signaux blancs gaussiens centrés et réduits. Le nombre
d’échantillons et la fréquence d’échantillonnage sont fixés respectivement à4000 et 40
Khz. La matrice de mélange est

A =




1 0.9 0.75
0.75 1 0.8
0.65 0.85 1


 .

Dans ce cas3×3 de séparation de sources, après l’étape de blanchiment, nous aurons be-
soin de trois rotationsθ1, θ2 etθ3 de l’espace des signaux blanchis pour pouvoir restituer
les sources. SoitU une matrice3 × 3 telle queUUT = I et detU = 1. Elle s’écrit

U(θ) = U1(θ1) · U2(θ2) · U3(θ3) (16)

oùU1(θ1), U2(θ2) etU3(θ3) sont respectivement les rotations de Givens suivantes




cos θ1 sin θ1 0
− sin θ1 cos θ1 0

0 0 1


 ,




cos θ2 0 sin θ2

0 1 0
− sin θ2 0 cos θ2


 ,




1 0 0
0 cos θ3 sin θ3

0 − sin θ3 cos θ3


 .

Les paramètresθ1, θ2 et θ3 représentent les trois angles de rotation possibles de l’espace
des signaux blanchisz, où−π/2 < θ1, θ2, θ3 < π/2. Le critèreΓ(θ) dans ce cas s’écrit
(voir remarque 2)

Γ(θ) =

L1∑

m=1

(
|Rmα1

y1
(0)|2 − (|Rmα2

y1
(0)|2 + |Rmα3

y1
(0)|2)

)
+

+

L2∑

m=1

(
|Rmα2

y2
(0)|2 − (|Rmα1

y2
(0)|2 + |Rmα3

y2
(0)|2)

)
+

+

L2∑

m=1

(
|Rmα3

y3
(0)|2 − (|Rmα1

y3
(0)|2 + |Rmα2

y3
(0)|2)

)
.

Le maximum de la fonction coûtΓ est calculé par utilisation de l’algorithme de descente
du gradient avec un pas fixe (µ= 0.001), pour100 itérations, en prenant comme point
initial (θ1, θ2, θ3) = (0, 0, 0). Nous montrons sur le tableau 2, les RSIs entre les signaux
sources et les sources estimées par maximisation deCi, i = 1, 2, 3 et Γ, où la taille
des signaux estN = 4000. Les simulations sont répétées 500 fois. Les variances des
RSIs sont également calculées pour les trois critères. Nous présentons dans la figure 2 les
signaux sources, les observations et les sources estimés par maximization deΓ.
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1
,C

2

EQM

Figure 1. Fonctions coûts Γ, C1, C2 et Erreur Quadratique Moyenne.

RSI(s,x) C1 C2 Γ σ2
C1

σ2
C2

σ2
Γ

s1 5.45 38.78 −− 41.08 0.177 −− 0.160
s2 6.44 −− 39.05 41.94 −− 0.172 0.158

Tableau 1 : RSI en dB pourC1, C2 etΓ, et leurs variancesσ2
C1

, σ2
C2

etσ2
Γ.

RSI(s,x) C1 C2 C3 Γ σ2
C1

σ2
C2

σ2
C3

σ2
Γ

s1 1.54 35.75 −− −− 36.85 0.056 −− −− 0.050
s2 1.85 −− 35.30 −− 37.20 −− 0.067 −− 0.060
s3 1.97 −− −− 35.50 37.15 −− −− 0.067 0.062

Tableau 2 : RSI en dB pourC1, C2, C3 etΓ, et leurs variancesσ2
C1

, σ2
C2

, σ2
C3

etσ2
Γ.

Revue ARIMA, vol. 12 (2010), pp. 1-14.
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Figure 2. Les signaux sources (en haut), les mélanges (au milieu) et les sources estimées
(en bas).

5. Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé un nouveau critère de la SAS cyclostationnaires au
second ordre de fréquences cycliques supposées connues et toutes différentes, dans le
cadre d’un mélange linéaire instantané. La méthode exploite les caractéristiques cyclo-
stationnaires à l’ordre deux des signaux sources. La méthode s’applique quel que soit le
nombre de sources. Elle est facile à mettre en oeuvre, et peu coûteuse en temps de calcul ;
la fonction coût proposée est régulière, elle présente un seul maximum et ce, quelle que
soit la dimension du paramètre de rotation. Ceci permet un calcul rapide du maximum par
utilisation des algorithmes de type descente du gradient.
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Annexe

Démonstration de la Proposition 1.Nous nous restreignons au cas de deux sources
(p = 2). Le cas de plusieurs sources (p≥ 3) se démontre de manière analogue. Suppo-
sons que les signaux sourcess1 et s2 sont centrés, de variance unité et statistiquement
indépendants. Les signaux blanchis peuvent être écritsz = Wx = WAs = Vs où
V = WA est une matrice unitaire, c’est-à-dire,V V T = I et det(V ) = 1. Elle s’écrit
alors sous la forme

V =

(
cos(α̂) sin(α̂)
− sin(α̂) cos(α̂)

)

pour certainŝα ∈] − π/2, π/2[. Les signaux estimés sont donc

y = Uz = UVs où U =

(
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)
. (17)

D’où,

y1(t) = a(θ)s1(t) + b(θ)s2(t)

y2(t) = −b(θ)s1(t) + a(θ)s2(t) (18)
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avec

a(θ) = cos(θ) cos(α̂) − sin(θ) sin(α̂);

b(θ) = cos(θ) sin(α̂) + sin(θ) cos(α̂).

La valeurθ̂ deθ conduisant à la séparation est telle queUV = I, c’est-à-dire,̂θ = −α̂.

En fait, le calcul direct, montre quea(θ̂) = 1, b(θ̂) = 0. Nous montrerons quêθ = −α̂
est l’unique valeur deθ qui maximise la fonction coûtΓ. En utilisant la formule (18), et
le fait que

Rmα2

s1
(0) = Rmα1

s2
(0) = Rmα1

s1,s2
(0) = Rmα2

s1,s2
(0) = 0,

nous pouvons écrire le critère sous la forme

Γ(θ) = a(θ)4
L1∑

m=1

∣∣Rmα1

s1
(0)
∣∣2 − b(θ)4

L1∑

m=1

∣∣Rmα2

s2
(0)
∣∣2 −

b(θ)4
L2∑

m=1

∣∣Rmα1

s1
(0)
∣∣2 + a(θ)4

L2∑

m=1

∣∣Rmα2

s2
(0)
∣∣2 (19)

soit

Γ(θ) = a(θ)4

[
L1∑

m=1

∣∣Rmα1

s1
(0)
∣∣2 +

L2∑

m=1

∣∣Rmα2

s2
(0)
∣∣2
]
−

b(θ)4

[
L1∑

m=1

∣∣Rmα1

s1
(0)
∣∣2 +

L2∑

m=1

∣∣Rmα2

s2
(0)
∣∣2
]

. (20)

La dérivée de (20) peut être simplifiée en

dΓ(θ)

dθ
=
(
4a(θ)3a′(θ) − 4b(θ)3b′(θ)

)
(

L1∑

m=1

∣∣Rmα1

s1
(0)
∣∣2 +

L2∑

m=1

∣∣Rmα2

s2
(0)
∣∣2
)

. (21)

Comme (
L1∑

m=1

∣∣Rmα1

s1
(0)
∣∣2 +

L2∑

m=1

∣∣Rmα2

s2
(0)
∣∣2
)

6= 0,

on peut écrire
dΓ(θ)

dθ
= 0 ⇐⇒ a(θ)3a′(θ) − b(θ)3b′(θ) = 0 ⇐⇒

cos(θ + α̂) = 0 ou sin(θ + α̂) = 0. (22)
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1) Si0 < α̂ < π/2, (22) ⇐⇒ θ = −α̂ où θ = −α̂ + π/2.

2) Si−π/2 < α̂ < 0, (22) ⇐⇒ θ = −α̂ où θ = −α̂ − π/2.
Dans les deux cas, la première solution deθ = −α̂ est un maximum et le second est un
minimum. En fait, un calcul explicite montre que

d2Γ(θ)

dθ2

∣∣∣∣
θ=−α̂

< 0

et
d2Γ(θ)

dθ2

∣∣∣∣
θ=−α̂±π/2

> 0.

Cela prouve que la fonction coûtΓ admet un maximum uniquêθ = −α̂ qui mène à la
parfaite séparation des signaux sources.
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