
TAMTAM’09

Modélisation asymptotique d’une coque
peu-profonde de Marguerre-von Kármán

généralisée dans le cas dynamique

D.A. Chacha* — A. Ghezal** — A. Bensayah***

* Département de Maths-infor, Université Kasdi Merbah,
B.P 511 Ouargla 30000, Algérie
d_chacha@hotmail.com

** Département de Maths-infor, Université Kasdi Merbah,
B.P 511 Ouargla 30000, Algérie
ghezalark@hotmail.fr

*** Département de Maths-infor, Université Kasdi Merbah,
B.P 511 Ouargla 30000, Algérie
bensayahabd@gmail.com

RÉSUMÉ. Dans un travail récent Gratie [7] a généralisé les équations de Marguerre-von Kármán
classiques étudiées par Ciarlet et Paumier dans [2], où une partie seulement de la face latérale est
soumise à des conditions aux limites de type von Kármán et la partie restante étant libre. Elle montre
que le terme dominant du développement asymptotique est caractérisé par un problème aux limites
bi-dimensionnel. Dans ce travail, on étend formellement cette étude au cas dynamique.

ABSTRACT. In a recent work Gratie [7] has generalized the classical Marguerre-von Kármán equa-
tions studied by Ciarlet and Paumier in [2], where only a portion of the lateral face is subjected to
boundary conditions of von Kármán’s type and the remaining portion being free. She shows that
the leading term of the asymptotic expansion is characterized by a two-dimensional boundary value
problem. In this paper, we extend formally this study to dynamic case.
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1. Introduction

Les équations classiques de Marguerre-von Kármán, qui constituent un modèle ma-
thématique de l’équilibre d’une coque peu-profonde sous l’action des forces de pression
horizontales, ont été proposées par Marguerre [16], et par von Kármán et Tsien [17]. En
1986 Ciarlet et Paumier [2] ont donné une justification mathématique à ces équations par
l’analyse asymptotique. Ces équations en coordonnées curvilignes ont été justifiées par
Andreoiu-Banica [5]. En 2002 Gratie [7] a généralisé ces équations, où une partie seule-
ment de la face latérale est soumise à des conditions aux limites de type von Kármán et
la partie restante étant libre, ensuite Ciarlet et Gratie [9, 8] ont établi un théorème d’exis-
tence pour ces équations, pour les deux modèles plaques de von Kármán généralisées et
coques peu-profondes de Marguerre-von Kármán généralisées.

Dans le cadre de l’élasticité linéaire et dans le cas dynamique, une justification par
l’analyse asymptotique des équations des coques minces (membranaire, en flexion et de
Koiter) a été proposé par Xiao [11, 12, 13], pour les coques membranaires généralisées
par Ye [14] et pour les coques peu-profondes d’épaisseur variable par Yan [15].

Ce travail rentre dans le cadre de la modélisation asymptotique des structures minces,
il généralise ainsi les travaux [7, 8] au cas dynamique et les travaux [11, 12, 14] au cas
non linéaire mais avec des conditions au bord latéral de type von Kármán généralisées.

2. Le problème tri-dimensionnel

Dans toute la suite de ce travail, on utilise les conventions et notations suivantes :
les indices Latins prennent leurs valeurs dans l’ensemble{1, 2, 3} tandis que les indices
Grecs prennent leurs valeurs dans l’ensemble{1, 2}. La convention de la sommation par
rapport aux indices répétés est systématiquement utilisée. On note∂i =

∂
∂xi

, ∂εi = ∂
∂xε

i

,

∂̂εi = ∂
∂x̂ε

i

et δij le symbole de Kronecker.

On se donne un ouvert borné connexeω du plan horizontalR2, localement d’un même
côté de sa frontièreγ, supposée Lipschitzienne et on suppose que0 ∈ γ et on note par
γ (y) l’arc deγ qui joint 0 et le pointy ∈ γ. Soitγ1 et γ2 deux parties disjointes deγ et
relativement ouvertes dansω, telles quelgrγ1 > 0, lgrγ2 > 0 et lgr(γ−{γ1∪γ2}) = 0.
On note(να) le vecteur unitaire normal extérieur le long deγ et (τα) le vecteur unitaire
tangent àγ défini parτ1 = −ν2 et τ2 = ν1, on note∂ν = να∂α la dérivée normale
extérieure,∂τ = τα∂α la dérivée tangentielle dans la direction du vecteur(τα) le long de
γ. Pourε > 0, on poseΩε = ω×]− ε, ε[, Γε

± = ω × {±ε}.
Soit θε ∈ C3(ω̄) une fonction donnée qui satisfaitθε = ∂νθ

ε = 0 surγ1, la fonction
θε doit être d’ordreε pour que la coque soit faiblement courbée (voir [2]). On définit
l’applicationΘε : Ω̄ε → R

3 parΘε(xε) = (x1, x2, θ
ε(x1, x2)) + xε3a

ε
3(x1, x2), a

ε
3 le

vecteur normal unitaire à la surface moyenne définie parΘε(ω̄ × {0}). On noteΩ̂ε =
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Θε(Ωε), γ̂ε1 = Θε(γ1) et Γ̂ε
± = Θε(Γε

±). Pourε suffisamment petit,Θε : Ω̄ε → Θε(Ω̄ε)
est unC1-difféomorphisme (voir [2, Proposition 3.2]).

On considère alors une coque peu-profonde non linéairement élastique dans le cas
dynamique, de configuration de référence{Ω̂ε}−, formée d’un matériau de Saint-Venant
Kirchhoff de constantes de Laméλε > 0 etµε > 0, soumise à des forces de volume de
densité(f̂εi ) = (0, 0, f̂ε3 ) en son intérieur̂Ωε, à des forces de surface de densité(ĝεi ) =

(0, 0, ĝε3) sur sa face supérieurêΓε
+ et sa face inférieurêΓε

− et à des forces de pression
horizontales(ĥε1, ĥ

ε
2, 0) de type von Kármán au sens de [1] sur la partieΘε (γ1 × [−ε, ε])

de sa face latérale. Sur la partie restanteΘε (γ2 × [−ε, ε]) de sa face latérale, la coque
est soumise à des conditions aux limites de bord libre ;(n̂εi ) est la normale extérieure
unitaire le long de∂Ω̂ε, ρ̂ε est la densité de masse,p̂ε et q̂ε sont des données,̂σε

ij =

λεÊε
pp(û

ε)δij + 2µεÊε
ij(û

ε) les composantes du tenseur des contraintes etÊε
ij(û

ε) =
1
2 (∂̂

ε
i û

ε
j + ∂̂εj û

ε
i + ∂̂εi û

ε
m∂̂

ε
j û

ε
m) les composantes du tenseur des déformations.

Enfin on définit les espaces suivants :

V (Ω̂ε) =

{

v̂ε = (v̂εi ) ∈ W1,4(Ω̂ε); v̂εα indépendantes dêxε3 et v̂ε3 = 0
surΘε(γ1 × [−ε, ε])

}

,

V (Ωε) =

{

vε = (vεi ) ∈ W1,4(Ωε); vεα indépendantes dexε3 etvε3 = 0
surγ1 × [−ε, ε]

}

,

V (Ω) =

{

v = (vi) ∈ W1,4(Ω); vα indépendantes dex3 etv3 = 0
surγ1 × [−1, 1]

}

,

VKL(Ω) =

{

v = (vi) ∈ H1(Ω); vα indépendantes dex3 etv3 = 0
surγ1 × [−1, 1], ∂iv3 + ∂3vi = 0 dansΩ

}

,

V (ω) = {η = (ηi) ∈ H1(ω)×H1(ω)×H2(ω); η3 = ∂νη3 = 0 surγ1},
L2
s(Ω

ε) = {τε = (τ εij) ∈ L2(Ωε); τεij = τεji}.
Le déplacement inconnûuε = (ûεi )(x̂

ε, t) est solution du problème aux limites sui-
vant :

(P̂ ε.C)







































ρ̂ε
∂2ûε

i

∂t2
− ∂̂εj

(

σ̂ε
ij + σ̂ε

kj ∂̂
ε
kû

ε
i

)

= f̂εi dansΩ̂ε × ]0,+∞[ ,
{

ûεα indépendantes dêxε3 et ûε3 = 0 surΘε (γ1 × [−ε, ε])× ]0,+∞[
1
2ε

∫ ε

−ε
{(σ̂ε

αβ + σ̂ε
kβ ∂̂

ε
kû

ε
α) ◦Θ

ε}νβdx
ε
3 = ĥεα ◦Θε surγ1 × ]0,+∞[

,

(σ̂ε
ij + σ̂ε

kj ∂̂
ε
kû

ε
i )n̂

ε
j ◦Θ

ε = 0 sur(γ2 × [−ε, ε])× ]0,+∞[ ,

(σ̂ε
ij + σ̂ε

kj ∂̂
ε
kû

ε
i )n̂

ε
j ◦Θ

ε = ĝεi ◦Θ
ε sur

(

Γε
+ ∪ Γε

−

)

× ]0,+∞[ ,

ûε (x̂ε, 0) = p̂ε et ∂ûε

∂t
(x̂ε, 0) = q̂ε dansΩ̂ε.

La formulation variationnelle du problème(P̂ ε.C) est :

(P̂ ε.V )



























Trouverûε(x̂ε, t) ∈ V (Ω̂ε) ∀t ≥ 0, tel que,
d2

dt2

{

ρ̂ε
∫

Ω̂ε û
ε
i v̂

ε
i dx̂

ε
}

+
∫

Ω̂ε(σ̂
ε
ij + σ̂ε

kj ∂̂
ε
kû

ε
i )∂̂

ε
j v̂

ε
i dx̂

ε =
∫

Ω̂ε f̂
ε
3 v̂

ε
3dx̂

ε

+
∫

Γ̂ε

+
∪Γ̂ε

−

ĝε3v̂
ε
3dΓ̂

ε +
∫

γ̂ε

1

{
∫ ε

−ε
(v̂εα ◦Θε) dxε3}ĥ

ε
αdγ̂

ε,

∀v̂ε ∈ V (Ω̂ε), ∀t > 0,

ûε (x̂ε, 0) = p̂ε et ∂ûε

∂t
(x̂ε, 0) = q̂ε dansΩ̂ε.

Revue ARIMA, vol. 13 (2010), pp. 63-76



66 D.A. Chacha, A. Ghezal et A. Bensayah

Proposition 1 SiΘε est unC1-difféomorphisme qui préserve l’orientation, alors le pro-
blème(P̂ ε.V ) est équivaut à :

(P ε)



























Trouver(uεi = ûεi ◦Θ
ε) ∈ V (Ωε) ∀t ≥ 0, tel que,

d2

dt2

{

ρε
∫

Ωε u
ε
i v

ε
i δ

εdxε
}

+
∫

Ωε σ
ε
ijb

ε
kj∂

ε
kv

ε
i δ

εdxε

+
∫

Ωε σ
ε
ijb

ε
ki∂

ε
ku

ε
l b

ε
mj∂

ε
mv

ε
l δ

εdxε =
∫

Ωε f
ε
3v

ε
3δ

εdxε +
∫

Γε

+
∪Γε

−

gε3v
ε
3δ

εβεdΓε

+
∫

γ1
hεα{

∫ ε

−ε
vεαdx

ε
3}dγ,∀v

ε ∈ V (Ωε), ∀t > 0,

uε(xε, 0) = pε et ∂uε

∂t
(xε, 0) = qε dansΩε,

où :
fεi = f̂εi ◦Θε , gεi = ĝεi ◦Θ

ε , hεα = ĥεα ◦Θε, ∇εΘε(xε) = (∂εjΘ
ε
i (x

ε)),
δε(xε) = det∇εΘε(xε), bεij(x

ε) = ({∇εΘε(xε)}−1)ij ∀x
ε ∈ Ω̄ε,

βε(xε) = {b3i(x
ε)b3i(x

ε)}
1
2 ∀xε ∈ (Γε

+ ∪ Γε
−).

Preuve.
Dans le problème(P̂ ε.V ), en utilisant les relations suivantes :

∂̂εj v̂
ε
i = bεkj(x

ε)∂εkv
ε
i (x

ε), dx̂ε = δεdxε, dΓ̂ε = δεβεdΓε, on obtient le problème(P ε).

3. Application de la méthode des développements
asymptotiques formels

On commence par une mise à l’échelle du problème tri-dimensionnel, il s’agit de
formuler le problème(P ε) sur un ouvertΩ, indépendant deε. Pour cela, on poseΩ =
ω×] − 1, 1[, Γ± = ω × {±1}, et à chaque pointx ∈ Ω̄, on fait correspondre un point
xε ∈ Ω̄ε par la bijectionπε : x = (x1, x2, x3) ∈ Ω̄ → xε = (x1, x2, εx3) ∈ Ω̄ε.
On associe aux fonctionsuε, vε ∈ V (Ωε) etσε ∈ L2

s(Ω
ε) les fonctions mises à l’échelle

u(ε), v etσ(ε) définies par :






uεα(x
ε, t) = ε2uα(ε)(x, t), u

ε
3(x

ε, t) = εu3(ε)(x, t),
vεα(x

ε) = ε2vα(x), v
ε
3(x

ε) = εv3(x), σ
ε
αβ(x

ε, t) = ε2σαβ(ε)(x, t),

σε
α3(x

ε, t) = ε3σα3(ε)(x, t), σ
ε
33(x

ε, t) = ε4σ33(ε)(x, t),

pour toutxε = πεx ∈ Ω̄ε. On fait des hypothèses essentielles sur les données :
il existe des constantesλ > 0, µ > 0, ρ > 0 et des fonctionsf3 ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),
g3 ∈ L2(0, T ;L2(Γ+ ∪ Γ−)), hα ∈ L2(0, T ;L2(γ1)) (T fini), θ ∈ C3(ω̄) indépendantes
deε etp(ε) ∈ V (Ω), q(ε) ∈ L2(Ω) telles que :






























λε = λ, µε = µ, ρε = ε2ρ, θε(x1, x2) = εθ(x1, x2), ∀(x1, x2) ∈ ω̄,

fε3 (x
ε, t) = ε3f3(x, t), ∀x

ε = πεx ∈ Ωε,

gε3(x
ε, t) = ε4g3(x, t), ∀x

ε = πεx ∈ Γε
+ ∪ Γε

−,

hεα(y1, y2, t) = ε2hα(y1, y2, t), ∀(y1, y2) ∈ γ1,

pεα(x
ε) = ε2pα(ε)(x), p

ε
3(x

ε) = εp3(ε)(x), ∀x
ε = πεx ∈ Ωε,

qεα(x
ε) = ε2qα(ε)(x), q

ε
3(x

ε) = εq3(ε)(x), ∀x
ε = πεx ∈ Ωε.
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On obtient alors un problème(P (ε)) associé, posé sur l’ouvertΩ.

Théorème 1 On suppose quefε3 , gε3, hεα etθε vérifient les hypothèses précédentes, alors
le problème(P ε) est équivaut à :

(P (ε))















Trouveru(ε)(x, t) ∈ V (Ω) ∀t ∈ [0, T ], tel que,
At (u (ε) , v) +Bθ (σ (ε) , v) + 2Cθ (σ (ε) , u (ε) , v) = F (v)
+ε2R (ε;σ (ε) , u (ε) , v) , ∀v ∈ V (Ω), ∀t ∈]0, T [,

u (ε) (x, 0) = p (ε) et ∂u(ε)
∂t

(x, 0) = q (ε) dansΩ,
où :
At (u (ε) , v) = − d2

dt2

{

ρ
∫

Ω
u3 (ε) v3dx

}

,Bθ (σ (ε) , v) = −
∫

Ω
σij (ε) γ

θ
ij(v)dx,

Cθ (σ (ε) , u (ε) , v) = − 1
2

∫

Ω
σij (ε) ∂

θ
i u3 (ε) ∂

θ
j v3dx,

F (v) = −
∫

Ω
f3v3dx−

∫

Γ+∪Γ
−

g3v3dΓ−
∫

γ1
hα{

∫ 1

−1
vαdx3}dγ,

∂θαv = ∂αv − ∂αθ∂3v, ∂θ3v = ∂3v, γθij(v) =
1
2

(

∂θi vj + ∂θj vi
)

.

Preuve.
La démonstration est similaire à celle du théorème 3.1 dans [2],
on a :
∫

Ωε

σε
ijb

ε
kj∂

ε
kv

ε
i δ

εdxε = ε5
∫

Ω

σij (ε) γ
θ
ij (v) dx+ ε7̺B (ε;σ (ε) , v) ,

∫

Ωε

σε
ijb

ε
ki∂

ε
ku

ε
l b

ε
mj∂

ε
mv

ε
l δ

εdxε = ε5
∫

Ω

σij (ε) ∂
θ
i u3 (ε) ∂

θ
j v3dx

+ ε7̺C (ε;σ (ε) , u (ε) , v) ,

∫

Ωε

fε3v
ε
3δ

εdxε +

∫

Γε

+
∪Γε

−

gε3v
ε
3δ

εβεdΓε +

∫

γ1

hεα

{
∫ ε

−ε

vεαdx
ε
3

}

dγ =

ε5

(

∫

Ω

f3v3dx+

∫

Γ+∪Γ
−

g3v3dΓ +

∫

γ1

hα

{
∫ 1

−1

vαdx3

}

dγ

)

+ ε7̺F (ε; v) .

De plus :

d2

dt2

{

ρε
∫

Ωε

uεi v
ε
i δ

εdxε
}

= ε5
d2

dt2

{

ρ

∫

Ω

u3 (ε) v3dx

}

+ ε7̺A(ε;u(ε), v).

Alors :

−
d2

dt2

{

ρ

∫

Ω

u3(ε)v3dx

}

−

∫

Ω

σij(ε)γ
θ
ij(v)dx−

∫

Ω

σij(ε)∂
θ
i u3(ε)∂

θ
j v3dx =

−

∫

Ω

f3v3dx−

∫

Γ+∪Γ
−

g3v3dΓ−

∫

γ1

hα

{
∫ 1

−1

vαdx3

}

dγ + ε2R (ε;σ(ε), u(ε), v) .
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Les fonctions̺ A, ̺B , ̺C et̺F sont des restes bornés pour0 ≤ ε ≤ ε0, leurs expres-
sions ne sont pas nécessaires (voir par exemple [2]).

On applique les techniques de l’analyse asymptotique employé par Ciarlet [3] au pro-
blème(P (ε)) (ε un petit paramètre destiné à tendre vers zéro), on obtient le :

Théorème 2 On suppose que :

(u(ε), σ(ε)) = (u0, σ0) + ε(u1, σ1) + ε2(u2, σ2) + · · · ,

avec :

u0 =
(

u0i
)

∈ V (Ω) , ∂3u
0
3 ∈ C0

(

Ω̄
)

,

up = (upi ) ∈ W1,4(Ω), ∀p ≥ 1, σ0
ij = σ0

ji ∈ L2(Ω).

Alorsu0 est de type Kirchhoff-Love et vérifie le problème suivant :

(PKL)



















Trouveru0 ∈ VKL(Ω) ∀t ∈ [0, T ], tel que,
d2

dt2

{

ρ
∫

Ω
u03v3dx

}

+
∫

Ω
σ0
αβ∂βvαdx+

∫

Ω
σ0
αβ∂α(u

0
3 + θ)∂βv3dx =

∫

Ω
f3v3dx+

∫

Γ+∪Γ
−

g3v3dΓ + 2
∫

γ1
hαvαdγ, ∀v ∈ VKL(Ω), ∀t ∈ ]0, T [ ,

u0 (x, 0) = p0 et ∂u0

∂t
(x, 0) = q0 dansΩ,

où :
σ0
αβ = 2λµ

λ+2µ Ē
0
σσ(u

0)δαβ + 2µĒ0
αβ(u

0),

Ē0
αβ(u

0) = 1
2

(

∂αu
0
β + ∂βu

0
α + ∂αu

0
3∂βu

0
3 + ∂αθ∂βu

0
3 + ∂βθ∂αu

0
3

)

.

Preuve.
On introduit l’expression du développement asymptotique formel de(u(ε), σ(ε)) dans

les équations du problème(P (ε)), puis on annule les coefficients des puissances succes-
sives deε trouvées dans ces équations, jusqu’à l’identification du terme d’ordreε0. Après
une suite assez longue de calculs (des calculs semblables dans le cas statique sont détaillés
dans [3, 4]) on obtient le problème bi-dimensionnel(PKL).

On note queu0 est de type Kirchhoff-Love, au sens∂iu03 + ∂3u
0
i = 0 dansΩ.

4. équivalence du premier terme du développement
asymptotique avec la solution d’un modèle déplacement
bi-dimensionnel

On montre alors que le premier termeu0 du développement asymptotique deu(ε)
peut-être complètement identifié à partir de la solution d’un problème variationnel bi-
dimensionnel en déplacement, en ce sens que l’inconnueζ qui y apparaît est le champ de
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déplacements des points de la surface moyenneω̄ de la coque. De façon plus précise, on
a le :

Théorème 3 Le termeu0 = (u0i ) est de la forme :u0α = ζα − x3∂αζ3 etu03 = ζ3, avec
ζ = (ζi) ∈ V (ω) est la solution du problème variationnel suivant :

(P (ω))











2ρ
∫

ω
∂2ζ3
∂t2

η3dω −
∫

ω
mαβ∂αβη3dω +

∫

ω
N̄αβ∂α(ζ3 + θ)∂βη3dω

+
∫

ω
N̄αβ∂βηαdω =

∫

ω
p3η3dω + 2

∫

γ1
hαηαdγ, ∀η ∈ V (ω), ∀t ∈]0, T [,

ζ3(., 0) = p03 et ∂ζ3
∂t

(., 0) = q03 dansω,
où :
mαβ = − 1

3

{

4λµ
λ+2µ∆ζ3δαβ + 4µ∂αβζ3

}

,

N̄αβ = 4λµ
λ+2µ Ē

0
σσ (ζ) δαβ + 4µĒ0

αβ (ζ),

Ē0
αβ (ζ) =

1
2 (∂αζβ + ∂βζα + ∂αθ∂βζ3 + ∂βθ∂αζ3 + ∂αζ3∂βζ3),

p3 =
∫ 1

−1
f3dx3 + g3(.,+1) + g3(.,−1).

Preuve.
Il est bien connu (voir [4, Théorème 1.4-4]) quev = (vi) ∈ VKL(Ω) si et seulement

s’il existeη = (ηi) ∈ V (ω), tel quevα = ηα−x3∂αη3 etv3 = η3. Commev ∈ VKL (Ω),
doncv = (η1 − x3∂1η3, η2 − x3∂2η3, η3), avecη3 ∈ H2(ω) etη3 = ∂νη3 = 0 surγ1.

(i) On prendv = (−x3∂1η3,−x3∂2η3, η3), avecη3 ∈ H2(ω) et η3 = ∂νη3 = 0 surγ1,
on déduit que :

d2

dt2
{ρ

∫

Ω

ζ3η3dx}+

∫

Ω

−x3σ
0
αβ∂αβη3dx+

∫

Ω

σ0
αβ∂α(ζ3 + θ)∂βη3dx =

∫

Ω

f3η3dx+

∫

Γ+∪Γ
−

g3η3dΓ.

(ii) On prendv = (η1, η2, 0), avecηα ∈ H1(ω), on déduit que :
∫

Ω

σ0
αβ∂βηαdx = 2

∫

γ1

hαηαdγ.

(iii) On applique la formule de Fubini :
∫

Ω
Fdx =

∫

ω

{

∫ 1

−1
Fdx3

}

dω, on obtient :

d2

dt2
{ρ

∫

Ω

ζ3η3dx} = 2ρ

∫

ω

∂2ζ3

∂t2
η3dω,

∫

Ω

−x3σ
0
αβ∂αβη3dx = −

∫

ω

mαβ∂αβη3dω,
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∫

Ω

σ0
αβ∂α(ζ3 + θ)∂βη3dx =

∫

ω

N̄αβ∂α(ζ3 + θ)∂βη3dω,

∫

Ω

f3η3dx+

∫

Γ+∪Γ
−

g3η3dΓ =

∫

ω

{

∫ 1

−1

f3dx3 + g3(.,+1) + g3(.,−1)}η3dω

∫

Ω

σ0
αβ∂βηαdx =

∫

ω

N̄αβ∂βηαdω = 2

∫

γ1

hαηαdγ.

Alors :

2ρ

∫

ω

∂2ζ3

∂t2
η3dω −

∫

ω

mαβ∂αβη3dω +

∫

ω

N̄αβ∂α(ζ3 + θ)∂βη3dω

+

∫

ω

N̄αβ∂βηαdω =

∫

ω

{

∫ 1

−1

f3dx3 + g3(.,+1) + g3(.,−1)}η3dω + 2

∫

γ1

hαηαdγ.

Il reste enfin à écrire le problème aux limites résolu, c’est-à-dire lorsque les données
et la solution sont suffisamment régulières. On utilise les formules de Green ad hoc, on
établit ensuite l’équivalence formelle du problème variationnel(P (ω)) avec un problème
aux limites en déplacement :

Théorème 4 Une solution suffisamment régulièreζ = (ζi) du problème(P (ω)) est la
solution du problème suivant :

(P̄ (ω))























































Trouverζ ∈ V (ω) ∀t ∈ [0, T ], tel que,

2ρ∂2ζ3
∂t2

− ∂αβmαβ − N̄αβ∂αβ (ζ3 + θ) = p3 dansω × ]0, T [ ,
∂βN̄αβ = 0 dansω × ]0, T [ ,
ζ3 = ∂νζ3 = 0 surγ1× ]0, T [ ,
N̄αβνβ = 2hα surγ1 × ]0, T [ ,
mαβνανβ = 0 surγ2× ]0, T [ ,
∂αmαβνβ + ∂τ (mαβνατβ) = 0 surγ2 × ]0, T [ ,
N̄αβνβ = 0 surγ2 × ]0, T [ ,

ζ3 (., 0) = p03 et ∂ζ3
∂t

(., 0) = q03 dansω.

Preuve.
On applique la formule de Green, on trouve :

−

∫

ω

mαβ∂αβη3dω =

∫

γ

{(∂αmαβ) νβ + ∂τ (mαβνατβ)} η3dγ

−

∫

γ

mαβνανβ∂νη3dγ −

∫

ω

(∂αβmαβ) η3dω,
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∫

ω

N̄αβ∂α (ζ3 + θ) ∂βη3dω = −

∫

ω

{

∂β
(

N̄αβ∂α (ζ3 + θ)
)}

η3dω

+

∫

γ

(

N̄αβ∂α (ζ3 + θ)
)

νβη3dγ,

∫

ω

N̄αβ∂βηαdω = −

∫

ω

(

∂βN̄αβ

)

ηαdω +

∫

γ

N̄αβνβηαdγ.

Donc :
∫

ω

[

2ρ
∂2ζ3

∂t2
− ∂αβmαβ − ∂β

(

N̄αβ∂α (ζ3 + θ)
)

− p3

]

η3dω −

∫

ω

(

∂βN̄αβ

)

ηαdω +

∫

γ

(

N̄αβνβ − 2h̃α

)

ηαdγ −

∫

γ2

mαβνανβ∂νη3dγ +

∫

γ2

{[

∂αmαβ + N̄αβ∂α (ζ3 + θ)
]

νβ + ∂τ (mαβνατβ)
}

η3dγ = 0,

pour toutη = (ηα, η3) ∈ V (ω). Les fonctions̃hα : γ × [0, T ] → R définies par :

h̃α = hα sur γ1 × [0, T ] et h̃α = 0 sur γ2 × [0, T ].

L’équation précédente implique que tous les coefficients deηα, η3, et ∂νη3 liés aux
intégrales sont nuls dans leurs domaines respectifs de l’intégration. Ainsi on obtient :

2ρ
∂2ζ3

∂t2
− ∂αβmαβ − ∂β

(

N̄αβ∂α (ζ3 + θ)
)

= p3 dansω × ]0, T [ ,

et

∂βN̄αβ = 0 dansω × ]0, T [ ,

on déduit que :

∂β
(

N̄αβ∂α (ζ3 + θ)
)

= N̄αβ∂αβ (ζ3 + θ) dansω × ]0, T [ ,

et on obtient :

2ρ
∂2ζ3

∂t2
− ∂αβmαβ − N̄αβ∂αβ (ζ3 + θ) = p3 dansω × ]0, T [ .
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De même on obtient :

N̄αβνβ − 2h̃α = 0 surγ × ]0, T [ ,

donc :

N̄αβνβ = 2hα surγ1 × ]0, T [ ,

et

N̄αβνβ = 0 surγ2 × ]0, T [ .

En plus, on trouve :

mαβνανβ = 0 surγ2 × ]0, T [ ,

et
[

∂αmαβ + N̄αβ∂α (ζ3 + θ)
]

νβ + ∂τ (mαβνατβ) = 0 surγ2 × ]0, T [ ,

et puisqueN̄αβνβ = 0 surγ2 × ]0, T [, on déduit que :

∂αmαβνβ + ∂τ (mαβνατβ) = 0 surγ2 × ]0, T [ .

5. équivalence avec les équations de Marguerre-von Kármán
généralisées dynamiques

En suivant une démarche analogue à celle de [7] (voir aussi [6] pour les plaques de
von Kármán généralisées), on établit le résultat suivant :

Théorème 5 Soitζ = (ζi) une solution du problème(P̄ (ω)) avec la régularité :
ζα ∈ H3(ω), ζ3 ∈ H4(ω) ∀t ∈ [0, T ], alors

a) Les fonctions̃hα sont dans l’espaceH
3
2 (γ) et satisfaisants les conditions de compa-

tibilité :
∫

γ

h̃1dγ =

∫

γ

h̃2dγ =

∫

γ

(x1h̃2 − x2h̃1)dγ = 0.

b) Il existe une fonction d’AiryΦ ∈ H4 (ω), unique si l’on imposeΦ(0) = ∂αΦ(0) = 0,
telle que :

N̄11 = 2∂22Φ, N̄12 = N̄21 = −2∂12Φ, N̄22 = 2∂11Φ dansω×]0, T [.
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c) Le couple(ζ3,Φ) ∈ H4(ω)×H4(ω) vérifie les équations de Marguerre-von Kármán
généralisées dynamiques :

(P )











































2ρ∂2ζ3
∂t2

+ 8µ(λ+µ)
3(λ+2µ)∆

2ζ3 = 2 [Φ, ζ3 + θ] + p3 dansω × ]0, T [ ,

∆2Φ = −µ(3λ+2µ)
2(λ+µ) [ζ3, ζ3 + 2θ] dansω × ]0, T [ ,

ζ3 = ∂νζ3 = 0 surγ1× ]0, T [ ,
mαβνανβ = 0 surγ2× ]0, T [ ,
∂αmαβνβ + ∂τ (mαβνατβ) = 0 surγ2 × ]0, T [ ,
Φ = Φ0 et∂νΦ = Φ1 surγ × ]0, T [ ,

ζ3 (., 0) = p03 et ∂ζ3
∂t

(., 0) = q03 dansω,

où :
Φ0(y) = −y1

∫

γ(y)
h̃2dγ + y2

∫

γ(y)
h̃1dγ +

∫

γ(y)
(x1h̃2 − x2h̃1)dγ,

Φ1(y) = −ν1
∫

γ(y)
h̃2dγ + ν2

∫

γ(y)
h̃1dγ, y = (y1, y2) ∈ γ,

[Φ, ζ] = ∂11Φ∂22ζ + ∂22Φ∂11ζ − 2∂12Φ∂12ζ.

Preuve.

a) Par définition deN̄αβ , et puisqueN̄αβνβ = 2h̃α surγ, on déduit que :
h̃α ∈ H

3
2 (γ).

Les fonctions̃hα satisfaisants les conditions de compatibilité (voir [6, Théorème
4]).

b) (i) De ∂βN̄αβ = 0 dansω×]0, T [, et d’après le théorème de Poincaré généralisé
(voir [10, Théorème VI, p.59]), il existe des distributionsψα ∈ D′ (ω), uniques
à une constante additive près, telle que :

N̄11 = 2∂2ψ1, N̄12 = 2∂2ψ2,

N̄21 = −2∂1ψ1, N̄22 = −2∂1ψ2.

(ii) PuisqueN̄12 = N̄21, on déduit que∂αψα = 0, et d’après le théorème de
Poincaré généralisé, il existe une distributionΦ ∈ D′ (ω), unique à l’addition
de polynômes de degré≤ 1 près, telle que :

ψ1 = ∂2Φ, ψ2 = −∂1Φ.

Alors :

N̄11 = 2∂22Φ, N̄12 = N̄21 = −2∂12Φ, N̄22 = 2∂11Φ dansω×]0, T [.

De N̄αβ ∈ H2(ω), Φ(0) = ∂αΦ(0) = 0 et puisqueω est un ouvert de Ni-
kodym, il existe une fonction d’AiryΦ ∈ H4 (ω) unique (voir [2, Théorème
5.1]).
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c) (i) De N̄αβνβ = 2h̃α surγ×]0, T [, on obtient :

h̃1 =
1

2
N̄1βνβ = ∂τ (∂2Φ),

h̃2 =
1

2
N̄2βνβ = −∂τ (∂1Φ),

donc pour touty ∈ γ, on trouve :

∂1Φ(y) = −

∫

γ(y)

h̃2dγ et ∂2Φ(y) =
∫

γ(y)

h̃1dγ,

de sorte que :

∂νΦ(y) = −ν1(y)

∫

γ(y)

h̃2dγ + ν2(y)

∫

γ(y)

h̃1dγ,

∂τΦ(y) = −τ1(y)

∫

γ(y)

h̃2dγ + τ2(y)

∫

γ(y)

h̃1dγ.

Alors :

Φ = Φ0 et∂νΦ = Φ1 surγ×]0, T [.

(ii) Puisque−∂αβmαβ = 8µ(λ+µ)
3(λ+2µ)∆

2ζ3, N̄αβ∂αβ(ζ3+θ) = 2[Φ, ζ3+θ], on déduit
que :

2ρ
∂2ζ3

∂t2
+

8µ (λ+ µ)

3 (λ+ 2µ)
∆2ζ3 = 2 [Φ, ζ3 + θ] + p3 dansω × ]0, T [ .

(iii) De∆2Φ = 1
2∆N̄αα et ∂αβN̄αβ = 0, on trouve :

∆2Φ = −
µ (3λ+ 2µ)

2 (λ+ µ)
[ζ3, ζ3 + 2θ] dansω × ]0, T [ .
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6. Conclusions et commentaires

L’application de la méthode des développements asymptotiques aux équations élas-
todynamiques dans le cadre non linéaire d’une coque mince peu-profonde, considérée
comme un milieu tri-dimensionnel, avec des conditions aux limites sur le bord latéral de
type von Kármán généralisées (pression sur une partie du bord et le reste est libre), montre
que le premier ordre significatif du développement asymptotique est solution d’un pro-
blème dynamique bi-dimensionnel non linéaire qui dépend de la fonction d’AiryΦ et de
la déflexionζ3.

Naturellement, on retrouve les équations de Marguerre-von Kármán classiques dyna-
miques en prenantγ2 = ∅. Si θ ≡ 0 dansω̄, la coque peu-profonde devient une plaque et
les équations de Marguerre-von Kármán généralisées dynamiques se réduisent aux équa-
tions de von Kármán généralisées dynamiques.

Comme perspectives de ce travail, on se propose d’étudier l’existence des solutions
du problème bi-dimensionnel(P ), représentant les équations de Marguerre-von Kármán
généralisées dynamiques et la modélisation asymptotique du problème de Signorini (avec
frottement) associé au problème(P̂ ε.C).
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