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RESUME. Ce travail consiste & déterminer, de facon pratique et facile a utiliser, des plans séquen-
tiels d’échantillonnage efficaces pour estimer le produit de parametres de Bernoulli. Les procédures
d’échantillonnage fournies par la littérature sont complexes et colteuses. Les résultats sont utiles
pour estimer la fiabilité des systémes en série/paralléle ou le choix du nombre des unités a tester
dans chaque composant peut étre effectif pour minimiser la variance de I'estimateur.

ABSTRACT. This work consists to determine in a practical and straightforward manner some efficient
sequential sampling schemes in order to estimate the product of Bernoulli parameters. The sampling
schemes given by the literature are complex and costly. The results are useful for estimating the
reliability of series/parallel systems where the allocation of the number of units to be tested from each
component can be effective for minimizing the variance of the estimator.
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1. Introduction

Dans le domaine de I'engineering, les procédures d’échantillonnage pour estimer la
fiabilité des systemes série/parallele avec colt nécessitent I'optimisation du nombre d’uni-
tés a tester dans chaque composant [1, 2, 4, 5, 8, 9]. Les schémas efficaces utilisés ac-
tuellement son basés sur des procédures séquentielles [6]. Dans le domaine de la fiabi-
lité, un schéma dénommé R-SS (acronyme anglais de Reliability Sequential Scheme) cf.
[2, 3, 6, 7] s’est avéré performant dans le cas d’un systéme en série [5] lorsqu’on se fixe un
nombre total d'unités a tester T supposé assez grand. Nous construisons alors un schéma
équivalent pour le modele paralléle et plus généralement le modeéle mixte, et nous mon-
trons son efficacité asymptotique a I'ordre 1 lorsque T devient grand. Le modéle proposé
dans ce travail est utile pour estimer la fiabilité des systemes séries/paralléles ou paral-
leles/séries, lorsque les fiabilités des composants sont inconnues et le nombre total des
unités a tester dans chaque sous-systéme est fixé a I'avance. Il est montré alors qu’'une
procédure d’échantillonnage optimale existe mais malheureusement dépend des incon-
nues qui sont les fiabilités de chaque composant. L'efficacité d'une procédure d'échan-
tillonnage sera alors mesuré par I'excés de variance qu’elle produit par rapport a la va-
riance donnée par la procédure optimale. Par exemple, on veut la fiabilité d’'un systeme
paralléle de 4 composants ayant respectivement les fiabilités 0.05, 0.1, 0.95 et 0.99, sous
la contrainte d’'un nombre total d’unités a tester fixe T=100 (ou d'un budget limité pour
I'echantillonnage). Alors, le R-SS propose de tester en moyenne dans chaque composant
respectivement 10, 10, 28 et 52 unités, et produit une variance de la fiabilité estimée de
I'ordre de 10°7. Ceci est visiblement mieux que la procédure équilibrée qui consiste a
tester 25 unités dans chaque composant, et produit une variance de l'ordréfdslags
supposons désormais I'indépendance inter et intra-populations afin de simplifier I'ana-
lyse, en particulier pour rester dans le cadre des estimateurs sans biais ayant les qualités
classiques de convergence. C'est cette indépendance méme qui raméne le probléme de
I'estimation de la fiabilité a celui de I'estimation du produit de parametres. En fait, bien
gue non réaliste, cette hypothése permet d’obtenir une expression simple de la variance du
produit comme fonction de I'échantillonnage, et surtout d'utiliser les théorémes limites
dans un cadre standard tel que la loi forte des grands nombres qui s'avere essentielle pour
définir le comportement asymptotique du schéma séquentiel. Le cas plus général des sys-
temes dépendants nécessite encore plus d'investigation du moment que les variables d'état
de chaque composant doivent étre modélisées a I'aide de distributions multivariées, et par
conséquent I'expression de la variance de I'estimateur devient plus compliquée a cause
des termes de corrélations. La validation des modeéles est faite a I'aide des simulations
Monte-Carlo et montre que la procédure R-SS est asymptotiquement optimale. Le choix
des modeles basiques a deux composants dans la simulation n’est pas restrictif dans nos
résultats mais c’est juste que le plan optimal s’explicite facilement et par conséquent sa
comparaison avec le R-SS devient plus simple a réaliser. Dans le cas des systémes com-
posés de plusieurs sous-systémes et plusieurs composants, la procédure optimale devient
non explicite. Pour cela, nous avons choisi de valider I'efficacité du R-SS en montrant que
la variance qu’il produit décroit plus rapidement que celle donnée par le schéma équilibré,
lorsque la taille de I'échantillon T augmente.
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2. Procédures d’échantillonnage efficaces pour estimer la
fiabilité d’'un systéme paralléle

Un systeme parallélé a n composants indépendants2, ..., n avec les fiabilités
Ri, Rs, ..., R,. La fiabilité R du systéme est par définition la probabilité qu'il fonc-
tionne. Elle peut étre calculée par duafitén terme de défaillancE = 1 — R par le
produit suivant :

F=1]] F

i=1,n
ol F; = 1 — R; est la défaillance du composantOn estimeR parR = 1 — F ol F/

est un estimateur sans biais Hedéfini par le produit des moyennes échantillonnées de
populations de Bernoulli, comme suit ;

F=T[ F
i=1,n

et

Yi(” est la sortie binaire de l'unitédans le composatit définie par :

v _ 1 si I ne fonctionne pas
i 71 0 sinon

et M; est le nombre d’'unités échantillonnées du composdddns [5], pour les systéemes
séries, on montre en supposant l'indépendance inter et intra-populations que la variance
de F est exprimée en fonction de la partitidsy, , Mo, ..., M,,, comme suit :

Var{ﬁ’}:F2 H (1—1—;&)—1 (1)

i=1,n

oud; = /1/F; — 1 est l'inverse du coefficient de variation = /1/R; — 1 d'une
population de Bernoulli. Donc, la variance depour un systéme paralléle a la méme
structure que celle obtenue dans le cas d’'un systéme en série [5] :

Var{R}:(l—R)Q I1 <1+c%1Mi>—1 @)

i=1,n

ou le terme fiabilité est simplement remplacé par son dual défaillance, et les coefficients
de variation par leurs inverses.

1. Cette dualité existe déja entre I'impédance et I'admittance en électromagnétisme.
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2.1. Le plan d’échantillonnage optimal

Le probleme consiste a estimer la fiabilité du systeme, lorsque les fiabilités de ses
composants sont inconnues et un nombre total d’unités a échantilldnesrfixé. Plus
la variance deR est petite, plus notre estimateur est meilleur. Ainsi, le plan d’échan-
tillonnage optimal consiste a sélectionndr, le nombre d’unités a tester dans chaque
composant, solution du probléme d’optimisation suivant :

(opt) min Var {R}
My +My+...+M,=T

Théoréme 1 Supposons que le®; sont des variables continues ; alors la solution du
plan optimal satisfait les conditions suivantes :

=-—F<:7=1,...n—1 3

Mn (1+M'LC?) ? 9 T ) ( )

M,=T- Y M. (4)
i=1,n—1

En outre, I'estimateur obtenu par ce plan est efficace.

Preuve.Si on traite les\/; comme des variables continues, alors il s’agit d’'un probléme
standard de minimisation d’'une fonction devariables avec une contrainte. Les condi-
tions (3) et (4) peuvent étre aisément obtenues a 'aide des multiplicateurs de Lagrange.
Noter que I'hypothése d'indépendance permet d’une part de travailler dans le cadre clas-
sigue des estimateurs sans biais, puisque le produit d’estimateurs sans biais est aussi sans
biais, et d’autre part d’obtenir une expression simple de la variance du produit comme
fonction de la la partition\, Ms, ..., M,. Par conséquent, lorsque la taille de I'échan-
tillon T tend vers l'infini, alors au moins I'un de&!; tend vers l'infini, et d’apres les
conditions d’optimalité (3) et (4) on conclut que tous Mstendent vers l'infini. Comme
résultat, la variance optimale de tend vers zéro. Ainsi, I'estimateut obtenu par la
procédure optimale est un estimateur efficage.

Une conséquence directe de ce théoréme est que la variaRcaitéent son minimum
lorsque les équations suivantes sont satisfaites :

1
M, Gy I+ 2 M,+M;
i ) Vi, je{l,..,n} (5)

M; 1
7 ey gana

Malheureusement, ces équations dépendent des incoan@@sparticulier, lorsque tous
les composants ont la méme fiabilité, le plan optimal devient équivalent au schéma équi-
libré, défini par :

L'estimateur obtenu par ce plan rudimentaire est un estimateur absolument correct, i.e.
sans biais et sa variance tend vers zéro.

Exemple 1 Dans le cas spécial d’'un systeme paralléle de deux composants), le

plan optimal devient :
1
M _ e | 3T
- 1
Mo c1 1+7C%T ? (6)

M, =T — M,
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ce qui fait que poufl’ assez grand, led/; deviennent inversement proportionnels aux
coefficients de variation, en négligeant les termes d’'ordre supériefiren

My, _ co
My — ¢’ 7
{ME:Tl—Ml. (7)

La variance de la fiabilité estimée peut étre explicitée a I'aide de (2), comme suit :

A0 (1-R)? 2 (Mya — M B)?
Var {R} = e B @)
ou
[
R AT’
1 1
= — ]_ —_—
b o * AT

Il est clair que si les conditions (6) sont satisfaites alors la variance devient optimale et
on adans ce cas :

Var optimal) {R} = (I_TR)Z

(a+8)°. ©)
En particulier, la variance produite par le plan équilibré, i.esM= My = T'/2 peut étre
déduite de (8) :

; 2, (1-R)’ >

Var(équilibré) {R} = Va/r(optimal) {R} + T (Oé - ﬁ) (10)
Par conséquent, le seul cas ou le plan équilibré devient optimal est lorsque 5,
i.e. lorsque les composants ont la méme fiabilité. Soit par exemple, un tdfakdeé00
unités doivent étre testés dans un systéme paralléle de deux composants avec des fiabilités
donnéesRk; = 0.8 et R, = 0.9. Les coefficients de variation soot = 1/2 etcy =
1/3. En résolvant le systéme (6), le plan optimal propose de tester approximativement
M; = 40 unités du premier composant, alors que la plan équilibré tesiérde chaque
composant. Les variances produites par les deux plans sont :

Var(équilz’bré){R} —  0.00010976,

Var(optimal){R} —  0.00010599.
Le schéma asymptotique proposé par les équations (7) produit approximativement la
méme partition que le plan optimall; = 40, M> = 60, et avec une méme variance

0.000106. Malheureusement, lui aussi dépend des coefficients de variation qui restent
inconnus.
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2.2. Le plan d’échantillonnage séquentiel (R-SS)

En suivant [5], I'idée pour construire un plan approximativement optimal est d'alterner
de maniere séquentielle entre I'échantillonnage et la mise a jour des inconnues a chaque
étape. Supposons qu’a I'étapen a testél/; ;, unités du composaitalors le coefficient
de variationc; peut étre mis a jour par son estimateur du maximum de vraisemblance :

. 1
Cikg =[x —1

ou Ri,k est la moyenne échantillonnée des unités qui fonctionnent du composant

> X0
A I=1,M; j, v

ik =
M; i,

Xi(f,z étant la sortie binaire de I'unitédu composant a I'étapek;, définie par :

O _ 1 si | fonctionne,
Bk 0 sinon.

A cette étape, la variance deatteint son minimum si les conditions (5) sont satisfaites,
ie.

M; Cj.k 2 (M, 5+ My
ko VU o Vi j e {1, n}. (11)

M; . 1
I VARl e Aves 7y

D'ou, le plan séquentiel (R-SS) peut étre dérivé, comme dans [5], par I'algorithme sui-
vant :

Algorithme (R-SS)

1) Tester une unité de chaque composant.

2) Si a I'étapek on a testéV/;;, unités du composarif alors a I'étapé: + 1 tester
encorel unité dei si

~ 1
Cj 1+ o7
Zwi,k < ]7k\/ C?,k(M,;,kJer)k) )

. N 1
ik Gk [1F G

Vj i

3) Si I'égalité se produit, résoudre la situation de maniére arbitraire (aléatoire ou
en alternant le choix).

4) Stop SiMy j, + Mo+ ...+ My, =T, sinonk := k + 1 et aller er.

Théoreme 2 Le schéma (R-SS) est asymptotiquement optimal, passez grand. Plus
précisément, I' excés de variance produite par le (R-SS) sur la variance produite par le
plan optimal est d’ordrd /T, lorsqueT tend vers l'infini, i.e.

lim T. (Var( noss) {R} — Var(optimat) {R}) —o0.

T—o0
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Rappelons que I'estimateur obtenu par le schéma optimal est efficace. Une conséquence
directe de ce théoréme est que I'estimateur obtenu par le (R-SS) est asymptotiquement
efficace.

Preuve.Remarquer d’abords que ce schéma peut étre déduit par dualité du (R-SS), comme
il a été défini dans [5] pour les systémes en série, en changeant simplement la fiabilité de
chaque composant par sa défaillance. Ainsi, la loi forte des grands nombres conduit &
I'optimalité asymptotique du (R-SS) dans le cas des grands échantillons, et qui s’exprime
dans notre cas par :

Mi k Cj
— -k . 12
Myx — - — 00 (12)

D’ou, la suite de la preuve est similaire a celle dans §].

3. Plans d’échantillonnage pour estimer la fiabilité des
systemes séries/paralléles

Considérer maintenant un systéifiede n sous-systemesi, S, ..., .S, connectés
en série, chaque sous-systefjeontientn; composants; ;, o5, . . . , Sy connectés en
paralléle. Le but est de déterminer un plan d’échantillonnage pour estimer la fiab#ifé de
lorsque le nombre totdl; des unités a tester dans chaque sous-systerast fixe. Ainsi,

le probléme est de sélectionn&f;;, le nombre d’'unités a tester dans chaque composant
S;;, sous I'ensemble des contraintes :

Z ]\/[ijZlejE{l,...,n}, (13)

i=1,n;

et tel que la variance de la fiabilité estimBedu systéme soit la plus petite possible. En
supposant I'indépendance inter et intra-populations, la fiabilité du systéme est :

R= ][] B

j=1ln

ou

Ri=1— ] (1-Ry) (14)

i=1,n;

est la fiabilité du sous-systeme parallglg et R,; la fiabilite du composarfi;;. On estime
R par le produit :

k=] & (15)
=1

ou

m:@
|
T

—

(1- 1), (16)

i=1,n;
Rij est la moyenne échantillonnée des unités qui fonctionnent du comggsant

s ox0
= W
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utilisée pour estimeRr;;, et XZ.(Jl.) eétant la sortie binaire de l'unitedu composant;;,
définie par :
o |1 s 1  fonctionne,
Xij = {

0 sinon.

Alors la solution a notre probléme est donnée par la proposition suivante :
Proposition 1 Supposons I'indépendance inter et intra-populations, alors la variance de

R s'écrit : Var{R} _ .H (Var{ }+R2) H (18)

J=5Ln

et atteint son minimum sous I'ensemble des contraintes (13), si pouf toydtl, ..., n}
la variance deR; atteint son minimum sous la contrainte correspondavitg + M,; +
-4 My, = Tj (fixé).

Preuve.On déduit de (15) que la variance &epeut étre obtenue comme suit :

Var{R} = F H Rf - E? H Rj

= I #(®)- 11 2 (%)
= I (ver (s f o2 () = T1 2 ()

En utilisant (17) et I'indépendance dans la relation (16) il est simple de vérifieRgue
est un estimateur sans biais Be et par conséquent? (R ) R2 D’ou, la preuve est

achevée par le fait quE? n'est pas affecté par I'’échantillonnage et aussi fue { j}
est positive pour tout € {1,...,n}. =
Comme conséquence, I'application du plan optimal dans ehsous-systéme produit
une variance optimale pour tout le systéme et qui est donnée par la relation (18), comme

suit :
Var(optimal) {R} = H (Var(optimal) {RJ} + R?) - H R]2 (19)
Jj=1n j=1n
REMARQUE. — De maniére générale, la variance produite par n'importe quel plan est
obtenue (ou définie) par la méme régle. Par exemple, le plan (R-SS) pour les systémes
série/paralléle peut étre défini en utilisant I'algorithme (R-SS) pour chague sous-systéme
paralléleS; sous la contraintd; fixé, juste comme il a été défini dans la section pré-
cédente. Son comportement lorsque tousTlesendent vers l'infini est illustré par le
théoréme suivant.

Théoreme 3 Supposer que tous |€5 tendent vers l'infini a la méme vitesse, i.e,

% <e (20)
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ol ¢ est une constante positive. Alors :

lim T. (Var(R_SS) {R} = Varoptimal) {R}) =0 (22)

T—o0

Preuve.D’apres (18)Varr_ss) {R} peut étre définie comme suit :

Var_ss) {1%} = (Var(R_SS) {Rj}+R§) - 11 =

j=1n j=1,n

En écrivant les termeBar r_ss) {Rj} + RJZ. sous la forme équivalente :

VOJT(R—SS) {R]} - Var(optimal) {RJ} + Var(optimal) {RJ} + R37

on obtient :
Var(R,SS) {R} = H (aj +bj) - H RJQ
j=1n j=1n
ou pour toutj € {1,...,n} onanoté:
aj = Varr_ss {Rj} — Var optimai) {Rj} ;
bj = Var(opti’mal) {R]} + R?

De méme, en utilisant (19), on peut écrire :

Var optima) {R} = H bj — H R?

Jj=Ln Jj=1n

En développant le produit, il est technique mais aisé de vérifier que 'on a ;

H (a; +b;) — H bj=A1+A+---+ A,

Jj=Ln j=1,n
ou A, As, ..., A, sont définis par :
Ay =ay(ag +b2) - (an+byn), An=anbiby---by,
etpourl < j<n:
Aj = (bib---bj-1) a; (a1 +bjg1) -~ (an +bn) -

D'ot,ona:

T. (Var(R_SS) {R} — Varoptima) {R}) =T(A +A+---+A,).
Il sera alors suffisant de montrer que pour tpat {1,...,n} :

Tlgréo TA; =0. (22)
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Or, d’aprés I'optimalité asymptotique d’ordre 1 du (R-SS) dans chaque sous-systéme pa-
rallele (voir théoréme 2), on a pour toue {1,...,n}:

—00

le_im Tja; = TJh_r)nOo T; (Var(R_SS) {]%j} — Var optimar) {]:2]}> =0, (23)

L'hypothése (20) implique que $i; tend vers l'infini alors tous €8, k # j, tendent vers
I'infini. D’aprés le théoréme 1, les estimateurs obtenus par le plan optimal dans chaque
sous-systéme sont efficaces. Donc, pour kodt {1, ..., n}, la variance produite par le
plan optimal deR;, tend vers 0, et par conséqueénttend versk?, quandZ} tend vers
l'infini. De 1a, on déduit a I'aide de (23) que :

lim T;A; = lim (biba---bj—1) [Tja;] (aj41 +bjy1) -+ (an + bn)

Tj— o0 Tj— o0

= 0.

Finalement, I'nypothése (20) implique qiigT; reste borné pour toyte {1,...,n}, et
par conséquent :

ce qui achéve la démonstration du théoreme.

4. Simulation Monte-Carlo

On commence d’'abords par le cas basique de deux composants par sous-systeme,
de telle sorte que I'on puisse facilement déterminer la procédure optimale et calculer la
variance produite par celle ci. On fait alors une comparaison entre le (R-SS), le plan op-
timal et le plan équilibré, dans le cas d’'un seul systéme paralléle de deux composants,
lorsque les fiabilités varient & = 100 est fixé. La variance produite par chaque plan
est reportée dans le tableau 1 ainsi que le nombre moyen des unités &tadigraf-
fecté au premier composant par le (R-SS). Clairement, les résultats indiquent que le plan
séquentiel (R-SS) est bien plus efficace que le plan équilibré et que le seul cas ou ce der-
nier 'emporte est celui olR; = R,. Dans le tableau 2, nous avons reporté I'excés de
varianceV r_ss) — Vioptimar) @INSI que sa vitesse par rapporfal, pour différentes
valeurs deT’. Les résultats valident I'optimalité asymptotique d'ordre 1 du (R-SS) et la
figure 1 confirme visiblement sa performance par rapport au plan équilibré. On consi-
dére ensuite un systéme série/paralléle simple composé de deux sous-systémes ayant
deux composants chacun montés en parallele, avec des fiabilités respectives données :
Ry; = 0.9, Ri2 = 0.99; Ro; = 0.55, Ree = 0.5. Le partitionnement & priori pour
chaque sous-systéme étant fixda= T/4, 7o = 3T/4, et on fait varierT’ de 100 a
1000 par pas de 100. Les résultats sont reportés dans la figure 2 et montrent I'efficacité
asymptotique du schéma séquentiel (R-SS), lordgaegmente. On remarque que dans
tous les cas, lorsque les fiabilités des différents composants sont assez différentes, alors le
schéma séquentiel propose un partitionnement non équilibré, et produit ainsi une variance
de plus en plus proche de la variance optimale. Finalement, on considére un systeme sé-
rie/paralléle plus complexe composé de 4 sous-systemes en série, les sous-systemes sont
composés respectivement de 2,3,4 et 5 composants montés en paralléle avec différentes
fiabilités (voir figure 3). Le partitionnement a priori pour chaque sous-systéme étant fixé
uniforme, i.e.T; = T'/4 pourj = 1,...,4, et on fait variefI’ de 100 & 10000 par pas de
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100. Les variances produites par le (R-SS) et par le schéma équilibré sont reportées dans
la figure 4 en échelle logarithmique. La variance produite par le (R-SS) décroit bien plus
rapidement que la variance donnée par le schéma équilibré, Idfsgugmente.

5. Conclusion

Dans ce travail, nous avons développé une procédure efficace pour estimer la fiabilité
des systémes séries/paralléles lorsque les tailles d’échantillons dans chagque sous-systeme
sont fixées assez grandes et du méme ordre. Notamment, les systémes paralléles/séries ou
les sous-systémes sont connectés en paralléle et leurs composants en série sont traités par
la méme technique, en utilisant la dualité. Le probleme du partitionnement dynamique
qui envisage un plan complétement séquentiel, dans lequé} lesnt inconnus, sort du
cadre de cet article et fera I'objet d'un prochain travail.
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Ri,Rs) | V(r_ss) Viequitivré) | Vioptimat) | “E(M1)
1,.1) .0029192 | .0029192 | .0029192 | 50.014
1,.5) .0036121 | .004509 .003612 25.362
1,.7) .0025373 | .0035716 | .0025372 | 18.282

1,9) | .00090893| .0014792
002525 | .002525
5.7) | .0014595 | .001521
5,.9) | .00041191] .000509
7,8) | .00046166| .00046944
7,9) | .0001929 | .00021156
8,.9) | .00010599] .00010976

.00090885| 10.1

.002525 | 49.92
.0014593 | 39.164
.00041189| 25.423
.00046164| 43.222
.0001929 | 34.308
.00010599| 40.423

Tableau 1. Comparaison entre le (R-SS), le plan équilibré et la plan optimal pour un sys-
teme parallele de deux composants pour des fiabilités variables [T=100; 1000 simula-
tions]. * E(M:)=nombre moyen obtenu par le (R-SS) pour le composant 1.

T ‘/(R—SS) — ‘/(optimal) Vitesse™

100 | 3.0480e-008 3.0480e-006
200 | 4.5717e-009 9.1434e-007
300 | 3.0313e-009 9.0940e-007
400 | 1.8815e-009 7.5260e-007
500 | 8.3525e-010 4.1763e-007
600 | 3.4367e-010 2.0620e-007
700 | 3.9825e-010 2.7878e-007
800 | 1.9784e-010 1.5827e-007
900 | 5.8692e-011 5.2823e-008
1000 | 1.3639e-011 1.3639e-008

Tableau 2. Comparaison entre le (R-SS) et le plan optimal pour un systéme paralléle de
deux composants pour différentes valeurs de T [R; = 0.9, R, = 0.99; 1000 simulations].

“Vitesse =T (WR*SS) - ‘/(optimal))
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Figure 1. Comparaison entre le (R-SS) et le plan optimal pour un systeme paralléle de
deux composants lorsque T varie [R1 = 0.9, R, = 0.99; 1000 simulations].
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Figure 2. Comparaison entre le (R-SS) et le plan optimal pour un systeme série/paralléle
composé de deux sous-systémes, chacun a deux composants, lorsque T varie [R11 =
0.97 Ri2 =0.99; Ro1 = 0.55, Rs> = 0.5; 1000 simulations].
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Figure 3. Un systeme série/paralléle non trivial : Les fiabilités sont données pour la simu-
lation. Le partitionnement a priori est uniforme égale a T/4 par sous-systeme.
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Figure 4. Un systéme série/paralléle non trivial : La variance produite par le R-SS décroit
plus rapidement que la variance donnée par le schéma équilibré.
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