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RESUME. Dans ce travail, nous considérons le modéle mathématique de deux espéces microbiennes
en compétition sur une seule ressource dans un chémostat, ot on prend en considération les interac-
tions interspécifiques entre les deux populations de micro-organismes et les interactions intraspéci-
fiques entre les individus eux-mémes. Les fonctions de croissance sont strictement monotones et les
taux de dilution sont distincts. Nous déterminons les points d’équilibre, ainsi que leur stabilité locale.

ABSTRACT. In this paper, we consider the mathematical model of two microbial species competition
on a single resource in a chemostat. We take into account the interspecific interactions between the
two populations of micro-organisms and intraspecific interactions between individuals themselves.
The growth functions are monotonic and the dilution ratios are distinct. We determine the equilibrium
points, and their local stability.
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1. Introduction

Le chémostat est un appareil de laboratoire qui permet la culture et I'étude d’espéces
de micro-organismes. Dans le modéle mathématique de la compétition pour une ressource
dans un chémostat, un résultat classique, connu sous le ndPnirdgpe d’Exclusion
Compétitive affirme qu’une seule espéce peut survivre a la compétition [11, 12, 13]. Le
modéle s’écrit

§ = -9y e,

ou S(t) désigne la concentration du substrat a l'instautriment),X; (¢) désigne la
concentration de I'espédgbiomasse) avea le nombre d’espéces?’ est la concentra-
tion du substrat a I'entrée du chémostabegst le taux de dilution dans le chémostat. La
fonction f;(S) représente le taux de croissance de I'espegp@on suppose strictement
croissante ef; est un coefficient de rendement.

Si on suppose qui; < \; < SO pourj > 200\ := f,!(D), alors toutes les
solutions tendent vers I'équilibre globalement asymptotiquement stable

S:)\h Xlzyl(so_)\l)a Xj:Oaj>2

Ce résultat mathématique contredit la grande biodiversité que I'on trouve dans les mi-
lieux naturels ainsi que dans les bioréacteurs. Pour construire des modéles mathématiques
qui soient plus en accord avec les observations, plusieurs améliorations du modéle idéa-
lisé de la compétition ont été proposées[1, 2, 3,5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 14]. On se propose
d’étudier ici le modéle suivant

2
$ = DE"-9)-Y AN
i=1 7"

2
Xi Xi(fi(8) =Y au(X;) = Dy),  i=1,2
j=1
ou I'on prend en considération des termes de compétition intraspécifigué ) ainsi
que des termes de compétition interspécifique supplémengai(es;) entre les espéces.

Ce modele a été proposé et étudié dans [14], dans le cas de la compétition interspéci-
fique (@11 = g22 = 0), etdans le cas de la compétition intraspécifique € ¢21 = 0). Le
cas, ou I'on considére une compétition interspécifique dans la dynamique de I'éSpéce
(g11 = 0) et une compétition intraspécifique dans la dynamique de I'esfe¢gs; = 0)
n'a pas été considéré dans [14]. Ce cas semble aussi pertinent pour les applications car il
présente une certaine analogie avec le modeéle de coexistence de deux espéces grace a la
production d'un métabolite [3, 4] :

S=D(S" = 8) = f1(S) X1 — fa(8) X2
X1 =X1(f1(S) + g1(R) —d1 R — D)
X5 = X5(f2(S) —daR — D)

R = f5(5)Xs — bg1(R)X, — DR
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Compétition et coexistence 17

Dans ce modéele, I'espécE, produit un métabolit? qui inhibe sa propre croissance et
vient activer et inhiber a la fois la croissance de I'esp&gelLe but de cet article est de
comprendre le mécanisme de coexistence dans ce type modele et de voir par exemple si
dans le modele simplifié du type suivant

. 1 1
S=D(S"-5) - y—fl(S)Xl ~ EfQ(S)X2
. 1
X1 =X1(/1(5) — 1 (X2) — D1) g
Xo = Xo(f2(S) — q2(X2) — Da).
ou I'espéceX; inhibe sa propre croissance, ainsi que celleXdeil peut y avoir coexis-
tence des espéces. On suppose que
— f:(0) = 0 et pour toutS > 0, f/(S) > 0, aveci = 1, 2.
—¢;(0) = 0 et pour toutX > 0, ¢/(X) > 0.
On montre le résultat suivant :

Proposition 1.1

— Pour des valeurs initiales positives, les solutions de (1) restent positives au cours du
temps et sont bornées quand-> +oc.

, D
— L'ensembleé = {(S, X1, X2) € R} : Z =5+ X0 + X2 < max (Z(O), ﬁ50)}

Y1
eg attracteur positif invariant de toutes les solutions du systéme (1), avec

D* = 777/27’1(D7 Dl, DQ)

Preuve. Dés queS(t) s'annule, on a5(t) = DS° > 0, alorsS(t) > 0, pour toutt.
Pour toute condition initialéX;(to) positive, des qu'il existe un premier temfastel que
Xi(t1) =0,0naX;(t;) =0, c’est a direX,(¢) reste identiguement nulle, ce qui prouve
la positivité. Pour montrer que toutes les solutions sont bornées, on a

X1 X5 Xo

. X
Z=D(S" = 8) — Di=" — Dy=2 — q1(X2) = — g2(Xa) 2.
Y Y2 h Y2

Pa majoration, on obtient

7 < DS°— D*Z = D* [%50—2}.

D . .
OnposeV = 7 — ESO, dorsonal < —D*V. Par suite,

D
D*

S0+ (2(0) - %s‘))e*D*t < max (2(0), D 50).

<

Alors, pour toutes solutions initiales desles solutions sont bornées et par suite I'en-
semble) est attracteur invariant avec
D
lim Z(t) < —S°.
im Z(t) oL

t——+o0
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2. Modéle de Compétition interspécifique

On se propose dans un premier temps d’étudier le modéle de compétition interspéci-
fique entreX; et X, avec des termes de compétition intraspécifiqgue nuls< 0). Le
modeéle s’écrit

. 1 1
S=D(S"—8) - —f1(S) X1 — — f2(S) X
hn Y2

X1 = X1(f1(8) — 1(X2) — Dy) 2]
X9 = Xo(f2(S) — Da).

2.1. Existence des équilibres

On étudie I'existence des points d’équilibre non-négatifs du systéme (2), on calcule
les isoclines nulles, on obtient
1 1
D(S%—8) = —f1(S)X1 + — f2(S9) X5
Y1 Y2

X1=0 ou fi(S)— D1 =q(Xs) 13
Xo=0 ou S=X\

ou\; := f;*(D;), pouri = 1,2. Comme la fonctiony, (.) est strictement croissante,
alors on définit les fonctions
_ Dyo(S° — S
6(S) =4 (A(S) = D) et 6a(s) = 2T

Proposition 2.1 Les points d’équilibre du systéme (2) sont données par
- Ey = (8°,0,0) qui existe toujours et représente le lessivage.
— By = (M, X1,0) qui existe si et seulement$? > \;, avec

~ Dyl(SO — )\1)
X, == U
1 Dl

— Ey = (Mg, O,Xg) qui existe si et seulementSP > \,, avec
. Dy (S — A
5= DB 2 )
2

- E = ()2, X1, X») qui existe si et seulementsi < Ay < S% eté&z(Aa) > &1(N2),
avec

= = y1 Do
Xo=&(N) et X;= —
2 51( 2) 1 fl()\Q) o [
Preuve. On peut facilerpent yérfifierﬁl’existenﬁce des goints d’équilibke £, et Es. Le
pointd’équilibre positifE! = (S, X1, X») avecS > 0etX,; > 0, pouri = 1, 2, représente
la coexistence entre les deux espéces. De la deuxiéme et la troisieme équation du systeme
(3), on déduit (voir Fig. 1)

S=X et Xo=q (filh2) = D1) =& ()

&3(A2) — & (A2)].

ARIMA Vol. 14 - pp. 15-30
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X2 4

X5 = &(\2) Xo = &1(9)

Xo = &1(A2)

Y 50

Figure 1. Projection des points d’équilibre Ey, E1, E2 et E dans le plan (S, X>) et Condi-
tion d’existence du point d’équilibre positif E.

d’oll X, > 0 si et seulement si; < \,. De la premiére équation du systéme (3),

o Y1 0 1 o Y1 Do o
X, = D(S% = Xg) — — f2(A2) Xo| = —[&(X2) — X
TR ( 2 y2f2( 2) Xz fi(A2) yo €a(22) = Xo]
donc X; > 0 si et seulement 3(A\2) > X etés(A2) > 0, c’esta direfz(\2) > X» et
2 < 8%, ce qui achéve la preuve de la proposition. |

2.2. Stabilité locale des points d’équilibre

Dans la suite, on se propose d'étudier la stabilité locale des points d’équilibre du
systeme (2).

Proposition 2.2 On suppose; < Xy < S°.

—Si&(\) < &3()\o) alors E est instable ), et E, sont localement asymptotique-
ment stables (LAS), c’est a dire on a bistabilité avec deux bassins d’attraction.

- Si&3(\2) < &1()2) alors E n'existe pask, est instable efs; est LAS.

Preuve.On sait queE; = (Al,Xl,O) existe si et seulement gi; < S°. La matrice
Jacobienne ef’; du systeme (2) est

D f{()\l)X Dy _ f2(M1)

Y1, 1 Y1 Y2

Ji= f1(a) Xy 0 —¢1(0) X,
0 0 fa(M1) — Do

Donc f2(A1) — D5 est une valeur propre dk . Cette valeur propre est négative si et
seulement sh; < \,. Les deux autres valeurs propresHesont les valeurs propres de

la matrice ) K
f1(A) Xy 0
Ona ,
detA:%f{()\l)X1>O, trA:—D—%Xl <0.
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Pa conséquent, les deux valeurs propresAdsont a partie réelle strictement négative.
On en déduit qués; est LAS si et seulement i < S% et\; < Ag.

La matrice Jacobienne dr, du systéme (2) est égale a

_D_ fé(Az)X' _ fi(de) Do

Y2 Y1 Y2
J2 = 0 . fl()\g) — Q1(X2) — D1 0
f3(A2) X 0 0

Donc f1(A2) — g1 (Xg) — Dy estune valeur propre dip. Cette valeur propre est négative
si et seulement sf; (A\2) — D1 < ¢1(X2), C’esta direg;(A\2) < Xo = €3(A2). Les deux
autres valeurs propres dg sont les valeurs propres de la matrice

f2(02) % D
R
J5(A2) X 0

D N ! .
det A = y—QfQ/()\Q)XQ > 0, trA=-D — %XQ < 0.
2 2

Ona

Pa conséquent, les deux valeurs propresddsont & partie réelle strictement négative.
E5 estdonc LAS si et seulementsi < SO eté;(\2) < £3(X2).

La matrice Jacobienne éndu systéme (2) est égale a

—mi1 —Mmi2 —Mi3

JE = mo1 0 —MmMas3
ms1 0 0
avec
(M B T\ _ by D
m11=D+f1( 2)X1+f2( 2)X2, m12=f1( 2), mig = —2,
Y1 Y2 Y1 Y2

mor = fi(A2) X1, mas = ¢ (X2) X1, ma1 = f3(A2)Xo.
Le polyndme caractéristique est donné par
Py(\) = ag)® + a1 )? + as\ + a3
avec
ap=—1, a1 =-mi1, az=—(mizma1+mizms1), az=mi2mz1Mmas.

Comme les coefficients; ne gardent pas un signe constant, alors d’apres le critere de
Routh-Hurwitz,E est instable. |

L'ajout du terme de compétition interspécifique X>) pour inhiber la croissance de
X, parX,, a pu faire apparaitre un équilibre positif de coexistefiéastable qui sépare
deux bassins d’attraction di, et E> sont localement asymptotiguement stables. Dans la
suite, on se propose d’ajouter un terme de compétition intraspécifiiie ) entre les
individus de la deuxiéme espece, pour espérer avoir la coexistence entre les deux especes
et pour avoir un modéle plus approprié avec les observations.

ARIMA Vol. 14 - pp. 15-30
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3. Modéle de Compétition interspécifique et intraspécifique

3.1. Existence des équilibres

On se propose d’étudier I'existence des points d’équilibre du systéme (1). On note
£2(8) = g5 (f2(S) — D2).

Proposition 3.1 Les points d’équilibre du systéme (1) sont données par
- Ey = (5°,0,0) qui existe toujours.
—-F = ()\1,5(1,0) qui existe et est unique &i < S° avec
2 _ Dy1(50 — )\1)

X e
1 D,

— B, = (5,0, X,) qui existe et est unique si et seulementsi< S°, avecS est
solution de I'équatiorfz(S) = £3(S5) et

Xo = &(8) = &(8S).

- E = (5, X1, X2) quiexiste si\; < Xy < 5% £(5%) > &1(5°) et&s(S) > &(S),
avecs est solution de I'équatiog(S) = &1 (S),

yl_ fz(s')
f1(S) e

X2 =&(8) =&(5) et Xi= (3(8) — Xa).

Preuve.On peut facilement veérifier I'existence des points d’equilibeet £; . Le troi-
sieme point est donné p&k = (5,0, X2) avecS # 0, X, # 0, et tels que

o _ Dyp(s°-5) g
A f2(8) @)

X2 = ¢ (f(8)—D2) = &(9).

On considere la fonctiofi(S) = &2(S) —&3(S) de class&! avec’(S) > 0. SiS0 < Ay,
alorson a
£(8%) =&(5°) <0 et &)= —&(N) > 0.

Par suite, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une solution
Se]s® x| telleque &(S)=&(S) =X, <0,
c'est a direE, n'est pas un point d’équilibre positif. 3, < S°, alors on a

E(A2) = —&(X2) <0 et £(S%) =&(5%) >0,

I'application du théoréme des valeurs intermédiaires, permet de montrer qu’il existe

S €], 8 telleque &(S) =&(S) = Xa > 0.

Vol. 14 - pp. 15-30 ARIMA
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Xo A

0

Xo = &(5) = &(9)

A1 A2 S S0

Figure 2. Condition d’existence du point d’équilibre Fs.

Commeg(S) est strictement croissante i, SY], on conclut donc qué, existe et est
unique si et seulement & < S° (voir Fig. 2).

Le dernier point d’équilibre est donné par= (S, X;, X,) avecS > 0 etX, > 0
sont les solutions du systéeme :

Xo =q¢; ' (f1(8) — D1) = &(9)
{ > 4]

Xo = q3 ' (f2(5) — D2) = &

et X; > 0 donné par
_ 1 1
D(S° = 8) = —f1(8) X1 + — f2(S) Xa.
1 Y2

Paur avoir X, > 0, il faut que); < S, pouri = 1,2. De plus, pour queX; > 0, il
faut queS < S°. Une condition suffisante mais non nécessaire d’existende et que

A1 < A2 < 89, £(8%) < (S et de plusX; > 0. En effet, dans ce cas, on considére
la fonctiong(S) = £2(S) — &1(S) continue sufAz, S°] ou

E(N2) <0 et £(S% >0

alors d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au fioia,, S°| tel
queé (S) = & (S) = X,. Notons que I'on a

> Y1 o & L. aw i 205, o w
X = — |D(S" —85)— —fo(9)Xs| = — 3(8) — Xa].
PTR@E [P Tp EON m g, )
D’ol X, > 0 si et seulement sk, < £3(S). On peut conclure que I'équilibte existe si
A< A < SO, 51(50) < fQ(SO) etXy < fg(S) (voir Flg 3) |

3.2. Stabilité locale

On se propose de déterminer si les équilibres du systeme (1) sont LAS. La matrice
Jacobienne efS, X1, X,) est:

—mi1 —Mmi2 —Mi3
J= Mol M2  —Mag

ma1 0 —m33
avec
(S (S S S
m11:D+f1( )X1+f2( )XQ, m12:f1( )7 m13:f2( )7
Y1 Y2 Y1

ARIMA Vol. 14 - pp. 15-30
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X, 1

£2(5%)

&(5)

B &8s
Xo = £1(8) = &2(5)

Mg S°
Figure 3. Condition d’existence du point d’équilibre E.

mor = f1(S)X1, mao2 = f1(S) — q1(X2) — D1, mas = q1(X2) X1,
ma1 = f5(S) X2, mas = q5(X2) X2 — [f2(S) — q2(X2) — Da].

Proposition 3.2 E, est LAS si et seulement$i < )\; pouri = 1, 2.

Preuve.La matrice Jacobienne €ty est égale a

D _h(s) _fa(8)
Y1 Y2
J0 = 0 f1 (SO) — D1 0
0 0 f2(S°%) — Dy
Donc I'équilibre Ey est LAS si et seulement $i (S°) < D, et f2(S°) < Ds. [ |

Remarquons que giy est LAS, alors on ne peut pas avoir I'existence niileni de
EsnideFE.

Proposition 3.3 E; est LAS si et seulementsi < Ay et )\ < S°.

Preuve. On sait queF; existe si et seulement 8i; < S°. La matrice Jacobienne du
systeme (1) er; est la méme que celle du systéme (2). D’ou le résultat. |

Proposition 3.4 E; est LAS si et seulementsi < S° et f1(S) — D1 < q1(X») c’esta
dire &1 (S) < &(5) = &5(9).

Preuve.La matrice Jacobienne diy, est égale a

_p-£8%, _hi(8) _fa(8)
Y2 " Y1, Y2
Iz = 0 AS)-aE)-D 0
f2(5) X5 0 —45(X2) X

Donc f1(S) — 1 ()A(g)ﬂ— Dy estune valeur propre di;. Cette valeur propre est negative
si et seulement sf; (S) — D1 < ¢1(X2). Les deux autres valeurs propreskesont les
valeurs propres de la matrice

_p_ % _ (8
A= vz 2 v
f3(8) X2 —q5(X2) X2

Vol. 14 - pp. 15-30 ARIMA
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Ona . .
det A = ¢(X2)Xo(D + féy(j) Xo) + ff) f3(8) X5 >0,
F'(8)

trA = —(D + y—f(g + ¢5(X2)X5) < 0.
2
Pa conséquent, les deux valeurs propresidmnt a partie réelle strictement négatilie.

Proposition 3.5 £ est LAS si et seulement&i(S) < & (9).

Preuve.Supposons que I'équilibr® existe. La matrice Jacobienne Erest égale a

—mi1 —Mmi2 —Mi3

Jg = mo1 0 —Mma3
msy 0 —m33
avec
"S) - 1(S) - S S
m11:D+f1( )X1+f2( ))(27 m12:f1( )7 m13:f2( )7
Y1 Y2 Y1 Y2

ma1 = f{(S)XL Mma3 = qll(X2)X17 m31 = fé(S)Xzy m33 = q/Q(XQ)X2~
Le polyndme caractéristique est donné par
Py(N) = ap)® + a1\? + a2\ + a3
avec
ap = —1, a; = —(maz +mu), az = —(mazmi1 + miama1 + maimis)

a3 = T12M31M23 — N121M2171133.

D’aprés le critére de Routh-HurwitZ est LAS si et seulement si on a

a; <0, i=0---3
aias — agaz > 0.

Ce qui est équivalent a
m31maz < M21M33,

cestadiref;(S)Xaq) (X2) X1 < f1(5)X1¢5(X2) X2, soitéh(S) < £1(S). [ |

Sur la Fig. 4, on voit qu'ily a deux points d’équilibfe, et £, car 'équatiort, (S) =
§2(S5) posséde deux solutions; et S;. Le point d'équilibreZ; est instable puisque
&4(S1) > &1(S1), tandis que le point d’équilibr&, est LAS carg,(S2) < &1(S2).

L'ajout des termes de compétition interspécifiquéX-) et intraspécifiques(Xs),
a pu faire apparaitre au moins un point d’équilibre positif localement asymptotiquement
stable, c’est a dire que poli < A\ < S° et selon la condition initiale, les deux espéces
peuvent coexister.

Dans la suite, on se propose d'étudier la stabilité locale des points d’équilibre du
systeme (1), selon le nombeale solutions de I'équatiafi (S) = & (S) pour0 < S < S,
On se place dans le cas générique ou les intersections sont transverses etinemte
points d’équilibre positifs pour=1,-- -, n.

ARIMA Vol. 14 - pp. 15-30
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X2 =&1(5)

£3(S2)
51(5'2) = 52(5'2)
£1(51) = &(S51)

Xo = £2(9)

A1 AQ gl S2 S SO
Figure 4. Stabilité locale de E- et instabilité de E;.
Proposition 3.6 On suppose; < \; < S°, alors on aF; est stable ef, est instable.
De plus,

— Sin=0, alorsF; est instable

— Si n=2p, alorsE, estinstable
— Sin=2p+1, alorsEng est instable ef; est stable

avecEy;_, sontinstables ek,; sont stables pour < i < p.

)(2 L\

X = £2(5)

Xy = £1(5)

> S

A A2 Sh Sy Ss S S0
Figure 5. Cas n = 3 : Stabilité locale de E1, E», E- et instabilité de £, E3, Eo.

Preuve.On a toujours; stable etFy instable, pour touk; < Ay < S°. On suppose que
I'équationé; (S) = £»(S) admetn = 2p + 1 solutions (voir Fig. 5)

Sai-1, t=1---p+1
Saj, j=1-p.

Comme les intersections sont transverses, alors

£1(S2i-1) < &(S2i—1) et &(Sz;) > &(Sa;).

Vol. 14 - pp. 15-30 ARIMA
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D’ apres la Proposition 3.5, on déduit glig._; sont instables ef,; sont LAS.

Sin = 2p+ 1, alors&; (S) < &(S) et d’aprés la Proposition 3.4, on déduit glig est

LAS. Sin = 2p, alorsé; (S) > £2(S) et E; estinstable. [

Remarquons que $i est solution de I'équatiofy (S) = & (5) alorsE, est un noeud-
col.
Le tableau suivant résume le résultat de la Proposition 3.6, ou la lettre S signifie que
I'équilibre est stable et la lettre | signifie que I'équilibre est instable.

Equi”bre || Ey | El | EQ | s | En—l | En | Es5 | Ey
n impair S I S S I S I
n paire S I S I S I I

4. Simulations numériques

On considére le modéle (1) ou on prend le terme de compétition interspécifique li-
néaire égal &; X» ainsi que le terme de compétition intraspécifique linéaire édaka.
On considére, comme taux de croissance, les fonctions croisgaffesle type Monod,
c'estadire g
.y
7 S = : )
/ ( ) a; + S
ol m,; désigne le taux de croissance maximglest la constante de Monod &t est le
facteur inhibition deX; par X5, pour: = 1, 2. Plus précisément, on se propose d’étudier
le systéme

i=1,2

§=D(5° - 8) - ih(sm - ih(sm

X1 = X1(f1(8) — di X2 — Dy) [5]
Xo = Xa(fo(S) — d2 X2 — Ds).

Proposition 4.1 Dans le modéle (5), I'équatiofy (S) = £2(.5) admet au plus deux solu-
tions.

Preuve.Comme les taux de croissangesont de type Monod et les termes de compétition
¢; sont linéaires, I'équatiogy (S) = &2 (S) s’écrit

@S D 3ZS D

ai+S di  as+S  dy’

Cdte équation équivaut a une équation du second degre g admet au plus deux
racines. |

Dans toutes les simulations, on fixe les parameétres suivants
di=1, dy=1, y1=1, y2=1 et D=1.
Dans le premier cas, on choisit les parameétres

m =2, mo=15 a1=2, ax;=05, D; =05 et Dy=1
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de maniére a ce que I'equatiafi (S) = &(S) n'admet pas de solution (voir Fig. 6
a gauche), alors le point d’équilibre posifif n'existe pas. La solution de I'équation
& (S) = &5(.9), ainsi que les seuils de rentabilité, sont déterminés numériquement par

les valeurs suivantes

S =1796, A =0.666 et X\ =1.

On considére la concentration du substrat & I'entrée du chénmgfstat 2. Les autres
points d’équilibre sont donnés par

Ey=(2,0,0), E;=(0.666,2.666,0) et E;=(1.796,0,0.173).

Comme&,(S) < &(S), alors d’aprés la Proposition 3.4, le point d’équilibfle est
instable. De plus, on &; < X\, < S°, alors le point d’équilibrefs; est LAS et on a
exclusion compétitive de la deuxiéme espéce par la premiére espéce (voir Fig. 6 a droite)
pour les conditions initiales

S5(0)=2, X:1(0)=05 et X,(0)=1.

2.0 4.0
1.8q
3.5
1.6
3.04
1.4 Xl
2.5
1.2q
1.04 2.0
S<2 o o
0.8
1.5
0.6
1.0
0.4 S
0.5
0.2 NS
X2
00t @& T 1T @ T T T T T T T T T T OO0t—T T T T T T T T 1T T 1 T T T T T T T 1T
0.0 05 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 45 5.0 O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figure 6. Exclusion compétitive de la deuxieme espéce par I'espece la plus compétitive.

Dans le deuxieme cas, on modifie les paramétres
m1:1, m2:2, ay =2.5 et SOZ4

tel qu'on a une seule solution de I'équatior(S) = &2(S5) et la condition de stabilité
locale deF;, est vérifiée, c’est a dirg (S) < &(S) (voir Fig. 7 a gauche).

Les valeurs numériques des seuils de rentabilité sont données par
A1 =2 et A =25
Les points d’équilibre sont donnés par
Ey = (4,0,0), E; =(2,4,0), FE=(3.75,0,0.201) et E = (3.108,1.267,0.108).

La Fig. 7 a droite montre que la deuxiéme espéce a pu gagner la compétition sur la pre-
miére espece, pour les conditions initiales

S(O) =1, Xl(O) =2 et XQ(O) =0.5.
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1.0

0.94
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0.71
0.64
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0.44
0.31
0.24
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Figure 7. Exclusion compétitive de la premiere espéce par I'espéce la moins compétitive.

Dans ce cas, on a bistabilité avec deux bassins d’attractidf @i F, sont LAS etF est

instable.

LA S S N AL N R S S AL
0.0 05 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 45 50
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Xo

0.09—
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Dans le troisiéme cas, on choisit les parametres suivants

m1=2,

qui vérifient I'existence de deux solutions positivset S, de I'équatiort; (S) = &(S),

mgzl,

a1=2,

as = 05,

D; = 0.1,

ainsié3(S2) > £(S2), pour que I'équilibre positif, existe et soit LAS.
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Figure 8. Bistabilité et coexistence

2.0

Dy=02 et S°=1

Temps

La Fig. 8 a gauche montre I'existence de deux points d’équilibre positifs et la figure a
droite montre la coexistence entre les deux espéeces pour les valeurs initiales suivantes
S(0)=1, X1(0)=0.5 et X,(0)=1.5.
Les valeurs numériques des seuils de rentabilité et les points d’équilibre stables sont
AL =0.105, Ay =0.125, FE; = (0.105,8.947,0) et FE, = (0.5,0.87,0.3).
Les points d’équilibre instables sont
E; = (0.181,4.802,0.066),

B = (0.757,0,0.402) et E, = (1,0,0).
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5. Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié le modéle mathématique de deux espéces micro-
biennes en compétition dans un chémostat pour une seule ressource. On a supposé que
A1 < Ay C'est a dire que la premiére espéce remporte la compétition sur la deuxieme es-
péce pour des termes de compétition spécifiques nuls. Dans ce cas, le point d’éguyilibre
correspondant a la concentration de la premiére espéce non nulle et la deuxiéme espéce
nulle, est globalement asymptotiguement stable : c’eBrilecipe d’Exclusion Compé-
titive [11, 12, 13]. L'ajout du terme de compétition interspécifigue&X-) pour inhiber
la croissance deé{; par X, a pu faire apparaitre un équilibre posifif ou les deux
especes coexistent, mais qui est instable. Ensuite, on a ajouté un terme de compétition
intraspécifiquey:(X>) entre les individus de la deuxieme espéece et on a montré que le
point d’équilibre E», correspondant & la concentration de la premiére espéce nulle et la
deuxiéme espece non nulle, peut gagner de la stabilité locale. On a montré aussi I'exis-
tence d’un ou plusieurs points d’équilibre positifs localement asymptotiquement stables.

Noter queE; reste toujours LAS méme lorsque les équilibféset £ sont stables.
Donc E, et £ ne peuvent jamais étre globalement asymptotiquement stables. Selon la
condition initiale, la solution converge soit vefs soit versE, ou E selon le cas. Les
simulations numériques illustrent les résultats mathématiques démontrés.
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