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RESUME. Dans cet article, nous proposons et étudions un modéle mathématique & commutation qui
décrit la dynamique de population du Typha prenant en compte la saisonnalité de la reproduction
sexuée de la plante. Ceci constitue une étape importante vers une meilleure compréhension de son
developpement. L'étude théorique de ce modéle permet de déterminer les facteurs essentiels de la
prolifération du Typha. Nous présentons d’abord I'analyse des solutions d’équilibre des sous-systeme
qui composent le systéme a commutation ensuite nous étudions leur stabilité et enfin nous présentons
une étude numérique du comportement asymptotique du systéme a commutation. Ceci constitue un
premier pas vers une étude plus approfondie de la dynamique non linéaire de ce modéle.

ABSTRACT. In this paper we propose a mathematical model of the Typha growth and analyse its
stability. The model that we plan to study describes the dynamics of the plant population. The theoret-
ical study of this model determines the key factors of the Typha proliferation. We present the analysis
of equilibrium solutions and lead a study of their local stability. This constitutes a first step towards a
more detailed study of the nonlinear dynamics of this model.
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1 Introduction

Le Typhaest une plante aquatique, invasive et pérenne. Il se développe grace a deux
modes de reproduction : une reproducti@xuéesaisonniere et une multiplicatios@gé-
tative continue. Ces deux modes de reproduction ont donc lieu simultanément durant la
période de la reproduction sexu& [Ce mode de reproduction est entamé par la plante
adulte avec la production de graines afin de donner naissance a des jeunes pousses. Quant
a la multiplication végétative, dite aussi reproduction asexuée, elle démarre par la nais-
sance de sortes de racines sur la plante adulte, appelées rhizpmee§ ces deux mé-
canismes de renouvellement, le gefiygha se développe dans les eaux peu profondes
et peu saumatres ou dans les parties d'un cours d’eau douce ou le niveau de I'eau est
inférieur a 3 meétres de profondeur, quelque soit le contingnétte étude s'intéresse
audéveloppement diliyphadans le Parc National des Oiseaux de Djoudj (PNOD) ou la
multiplication végétative débute ent8eet 6 mois apres la germination des graines et la
reproduction sexuée se déroule entre les mois de mars et celui de juin d’'une année donnée
[2].

Le PNOD est une zone humide située dans la vallée du fleuve sénégal. Il est aussi un
lieu de rencontre d’oiseaux migrateurs paléatiques et afro-tropiddjpirfiscrit au patri-
moine mondial de 'TUNESCO eih981. Le Typhay était présent vers les annégs Mais,
il avait disparu durant les anné@g a cause d’'une longue période d’étiage et de séche-
resse. A partir de la mise en service du barrage hydro-agricole de Diahi@@&rmodi-
fiant I'écosysteme du bassin du fleuve sénégdlyfgha est réapparu dans cette zone. Dés
lors, I'inquiétante invasion diliyphadans le PNOD a provoqué d’importantes nuisances
environnementales, socio-économiques et sanitaires. Il s'agit essentiellement d’'une perte
de la biodiversité, d'une forte baisse de la rentabilité des activités économiques liées a
l'inaccessibilité a I'eau pour I'agriculture, I'élevage et la péche et I'occurence fréquente
de certaines maladies telles que le paludisme et la bilharZiGke [

Les méthodes de lutte mécanique, biologique et chimique utilisées confypiea
dans le PNOD ont eu une efficacité variable et limitée dans le temps. Ainsi, dans le cadre
d’une étude pluridsiciplinaire pour mettre en place une stratégie de lutte écohydrologique,
nous proposons un modéle mathématique a commutation décrivant la dynamique de po-
pulation duTyphaaux abords d’un point d’eau douce dans le Djoud;.

Dans ce travail, nous proposons l'analyse de la stabilité des points d’équilibre de
chaque sous-systéme actif du modéle a commutation. Dans la S2ctions présen-
tons le modéle a commutation et ses deux sous systemes actifs. Dans la Sectioa
définissons, pour chaque chacun des sous-systéme, un parametre, appeiede re-
production de baset nous démontrons que si ce parametre est inférieur ou égal a 1, le
point d’équilibre nul est globalement asymptotiquement stable, et dans le cas contraire,
si le taux de reproduction de base est supérieur a 1, un point d’équilibre positif existe et
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est localement asymptotiquement stable. Dans la Sedtioous présentons une étude
numeérique montrant I'existence d’'un parameétre bifurcation de la durée de saisonnalité du
modéle & commutation, avant de conclure dans la SeBtion

2 Modele

Dans la modélisation de la dynamique de proliférationTgphaau voisinage d’'un
point d’eau prenant en compte la multiplication végétative et la saisonnalité de la re-
production sexuée, nous considérons trois compartiments : le compartiment des jeunes
pousses provenant de la reproduction sexuég, (C€lui des jeunes pousses provenant de
la reproduction asexué&() et le compartiment des adultes {)Xi.e. les plantes ma-
tures capables de se reproduire suivant les deux modes. $0ientapacité de charge
du milieu de développement du Typha@tt) = X (¢) + X2 (t) + X3(t) le nombre total
de plantes dans cet espace a I'instatdous décrivons I'évolution de ces trois comparti-
ments par le systeme d’équations différentielles ordinaires non linéaire et non autonome
suivant :

X1 =0(t) X3 (1 - Y/K) = (m +m) Xu,
Xo =2 X5 (1 -Y/K) — (v2 + p2) Xo,
X3 =mX1 + 72X — usXs,

ol ~; (resp.v2) désigne le taux de passage He (resp.Xs) vers X3. Les coefficients

11, 1o et uz désignent respectivement les taux de mortalité dans les compartifignts

X, et X3. Le terme(1 — Y/ K) désigne la probabilité de trouver de I'espace dans le mi-

lieu a l'instantt. Les paramétre®(t) etc, désignent respectivement les taux de fécondité
sans contrainte d’espace des adultes pour les jeunes pousses provenant de la reproduction
sexuée et asexuee.

Tout au long de ce travail, nous supposons que le taux de fécondité saisofiftiere,
est une fonction périodique de période annudlle( 1 an) définie par

¢, sitelkT,(k+a)T),
0(t) = telque ¢; >0 (2.2)
0, site[k+a)T,(k+1)T],

ouaT,0 <« <1, estlafraction de 'annék (k € N) durant laquelle la reproduction
sexuée s'effectue. Soient

$1:X1/K, ZQZXQ/K, ZdiXd/K, y(t)ilﬂl(t)+$2(t)+l‘5(t)
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Nous obtenons alors le modéle adimensionnel suivant :

7y = 0(t)ws (1 —y) — (v + ) 21,
Ty = cowz (1 —y) — (v2 + p2) 2, (2.2)
T3 = Y121 + Y2T2 — HU3T3.

Comme la fonctiorf(¢) est une fonctio'-périodique définie par2(1), le systéme non
linéaire et non autonomé&.@) devient un systeme a commutation avec les deux sous-
systemes actifs suivants :

¥y =crag (1 — a1 — 22 —x3) — (71 + p1) 21,
1:2 = C2X3 (1 — Tl — Ty — 15) - ("}/2 + ,LLQ) xa, (23)
X3 = Y121 + V2% — U3x3.

SikT <t < (k+a)T,aveck € Net

Ty = — (1 + p) w1,
Ty = cow3 (1 — 1 — 22 — 23) — (Y2 + p2) T2, (2.4)
T3 = Y121 + Y22 — H3T3.

si(fk+a)T<t<(k+1)T.
Nous étudions ces systemés?) (2.3) et (2.4) dans le domaine suivant :

Q= {(z1,22,73) € RY, 214243 < 1}.
Proposition 1. Le domain€? est positivement invariant pour le systerge?).

Preuve La positivité de la solution est garantie par le fait que si on annule une variable,
sa dérivée reste positive. On évalue déngis etis enxy = 0, 290 = 0 etaz = 0. On
obtient alors

1 =0€etws + 23 <1 = a1 =crz3(l — 22 —2x3) >0,
xo=0etx; + 23 <1 = a3 = cows(l — 21 —2x3) >0,
za=0etr; + 20 <1 = 23 =721 + 1222 > 0.
Maintenant, il reste & montrer que la variap(e) reste inférieure a 1. On a
g =x3(ca+0()(1 —y) — p171 — pow2 — p3zs.
On en déduit donc,
y=1letx; > 0,20 > 0,23 > 0=y = —pnz1 — poxz — paxs < 0.

Ce qui permet de conclure que, pour toute condition initiale €latesfrontiere de2 n’est
pas franchissable. [ ]
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3 Points d’équilibre des sous-systemes et analyse de leur
stabilité

Avant d’étudier de la stabilité asymptotique du systéme a commutai@y qous
abordons dans cette section I'étude de la stabilité asymptotique des points d’équilibre de
chaque sous-system2 ) et (2.4).

Dans le calcul des points d’équilibre du sous-system@ (voir SectiorA, nous avons
obtenu le paramétre :

Ro = Ro,1 + Ro,2, (3.1)
ou
C171 C272
Rt e 3.2
o w31+ p1) 02 ps(v2 + p2) (32

Ce parametrd?, représente le taux de reproduction de base de la plante adulte associé a
la fois a la reproduction sexuée et a la mutiplication végétative. De méme, le paramétre
Ry.» représente le taux de reproduction de base de la plante adulte associé a la multipli-
cation végétative qui est seulement pris en compte loréguie= 0 (sous-systeme2(4)).
DelarelationRy, = Ro 1 + Ro 2 et de I'expression d& ;, ce dernier parametre désigne

le taux de reproduction de base de la plante adulte associé a la reproduction sexuée.

Si Ry < 1, le sous-systeme(3) admet I'unique point d’équilibré&, = (0,0,0). Si
Ry > 1, il admet un second point d’équilibi'é, donné par
cipa(y2 + p2) (Ro — 1)
cr(y1 4 us) (2 + p2) + c2(v2 + ps) (v + 1) Ro

caps(y1 + pr) (Ro—1)

E
! c1(y 4+ pa)(v2 + p2) + ca(y2 + p3)(v1 + 1) Ro

(3.3)

w3 (1 + p1)(y2 + p2)
c1(y1 + p3)(v2 + p2) + ca(yz + p3)(y1 + p1)

(Ro —1)

De la méme maniére, s> < 1 alors le sous-system@&.¢) admet I'unique point
d’équilibre Ey = (0,0,0). Sinon, lorsqueRy 2 > 1, ce sous-systéme admet un second
point d’équilibreE>; donné par

0
ps  (Rop—1)
By = (v2 +m3)  Rogz (3.4)
u3(’72+ﬂ2)( —
(v +pg)
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Il faut noter que le systeme (4) s’obtient tout simplement en posant= 0 dans le
systeme 2.3). On vérifie que si on pose = 0 dans @.3) on obtient bien .4). Ainsi,
la multiciplicité des points d’équilibres de chaque sous systeme dépend de la valeur d'un
parameétre de bifurcation qui n’est rien d’autre que le taux de reproduction dé&pase
Ry, associé au sous-systéme considére.

L'analyse de la stabilité des points d’équilibre du sous-systendén fonction de la
valeur du parametr&, est résumée dans la proposition suivante.

Proposition 2. Si Ry < 1, Ey = (0,0,0) est globalement asymptotiquement stable
(GAS) pour le sous-systenied). Si Ry > 1, I'équilibre Ey est instable et I'équilibres;
est localement asymptotiquement stable (LAS) pour le sous-systeine (2.3

Preuve Nous partageons la preuve en deux parties suivanigue 1 ou Ry > 1.

Supposons qu&, < 1. Montrons quef, est globalement asymptotiquement stable.
Soit la fonction
V:R}; —R
définie par
Vw1, 22, 23) = 71(72 + p2)r1 +v2(y1 + p1)w2 + (71 + pa) (92 + p2)zs

Ona
V(Ey) =0
et pour tOUt(l‘l, X2, 1’5) c 0 \{E()}, V(Zl, X2, 1’5) > 0.
Par ailleurs, la dérivée dé le long des trajectoires de.Q) est

V= yi(va+ p2)tr +y2(y1 + pa)dz + (v1 + pa) (2 + p2)is

= cam(ye + p2)(l —x —xo — x3)x3 — (Y2 + p2) (1 + pa)y1 21
teava (v + p)(1 — 21 — 22 — x3)w3 — (1 + 1) (Y2 + pi2) 222
+(y1 + p) (2 + p2) i + (1 + pa) (2 + p2)y2T2
—(71 4 p1) (2 + p2)paws

= az[civi(y2 + p2) + cava (1 + pa) — pa(y1 + pa) (2 + p2)]
—x3(x1 + 22 + x3)[c1y1(y2 + p2) + coy2 (1 + 11)]

= —az3(w1 + 22 +23) 171 (72 + p2) + cav2 (71 + p1)]
w3ps (1 + p1) (2 + p2)(Ro — 1).

CommeR, < 1,onaV < 0dans.

Ainsi, V' est une fonction de Lyapunov et la dérivée de la fonction de Lyapunov le long
des trajectoires du sous-systéme est semi-définie négative.

La partieS C Q tel que ses éléments vérifidiit= 0 le long des trajectoires est le suivant

S ={(x1,29,23) € Q: x5 =0}.
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Nous vérifions aisément que toute trajectoire du sous-systéme contenug éstnizlle
quexs(t) estidentiquement nulle. Ceci implique immédiatementiy(e) est identique-
ment nulle. Donc, la troisieme équation du sous-systemé d@denty; x; + y222 = 0.
Comme les variables et les parametres du sous-syst&f)es@nt positifs, nous obtenons
x1 = 22 = 0. Donc, la seule trajectoire contenue dahsest celle de I'équilibre. D’ou,
d’'aprés le principe d’invariance de LaSallg,[I'équilibre E, ed gobalement asymptoti-
guement stable pour le sous-systene)(

Supposons maintenant que > 1.

e Montrons quely, est instable.
La matrice jacobienne du sous-systemg)au pointE, ed donnée par

—(71 + 1) 0 1
J(Eo) = 0 —(y2 +p2) 2
a! 72 —H3

Son polyndme caractéristigue, obtenu avec le logiciel de calcul formel Maxima, est
donné par
—P(X)= X3+ a1 X?*+ a2 X +az.

avec
ar = Yetpetyntptps>0
az = —civ1 — Y2 + 2 + e + s e+ 2ys + pap2 £ papd
23
az = pipeps +yipeps + Y21 s+ Y1y2ps — C1Yipe — C27Y2/h1 — C27Y17Y2
—C17172-

Il est clair que le coefficients peut s’écrire

az = p3(pr +y1)(v2 + p2) — (2 + p2) — cave (1 + 1)
= pa(p1 + 1) (p2 +92)(1 — Ro)

CommeR, > 1 alorsas < 0, donc,a; etaz sont de signes opposés. Par consequent,
d'apres le critére de Routh-HurwitZ][la matrice J(Ep) a une valeur propre a partie
réelle positive. Donc, I'équilibré, est instable.

e Montrons quef; est localement asymptotiquement stable.
La matrice jacobienne du sous-systemag)au pointE; ed donnée par

—c1@3 — (1 + ) —c17y ci(l — a7 — a5 — 2x3)
J(Ey) = —Co} —cowl — (y2 + p2)  ca(l — a7 — a5 — 2x3)
Al 72 —H3
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Son polyndme caractéristique, obtenu avec Maxima est

—P(X) = X?+ b, X%+ 02X + bs.

avec
by =cizz+coxz+y1 +y2 +p1 +pe+p3 >0 (3.5)
et
by = couswh + c1pusTh + crpeTy + copnmy + 200727 + 11Ty + co1 T
+2cimixs + cavaxs + ciniah + covorl + il + papis + pa s
Ty2ps +yips + pipe +yipe + Y201 + Y12 — C2¥2 — a1
by = cipapsts + Copipisry 4 12Ty + CaY1p3Ls + 20171 H2T3

+2covo 0105 + 2c2717225 + 2¢1717223 + C1Y1 s + CoY2 1Ty
Fea172m3 + c1mY2xs + 1V 2] + C2Y2p T + C2V1Y2T]
Fe1v1Y2®] + fi1fiafiz + Yipaps + Yol + YV1Yels — C17Y1 /2
—C2Y21 — C27717Y2 — C17Y172-

On réécrith, sous la forme
by = cm(e] +as+a5—1) 4+ coya(a] + 25 + a5 — 1) + [er(n + us)

+ea(y2 + ps) +ci(pz +2) + calpn +v2)]23 + (v2 + pa2)ps
(v A+ pa)ps + (1 + pa) (2 + p2).

Or
* * * 1
] tastas=1——. (3.6)
Ry
En utilisant 3.6), nous avons
ba = ey +ps) +ea(v2 + ps) +calpe +72) + ca(pn + 72)]as

1 1
—C1v15 — Cava + (Y2 + p2)ps + (v1 4 pa)ps
Ry Ry

+(y1 + p1) (2 + p2)-
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Par consi¢quent

by = [ei(y1 + p3) +ca(y2 + ps) + ci(pe +v2) + co(pr + 72)]a3
R
+(y1 + 1) (y2 + p2) + sy + p1) ( - RLOI)
R
iz (y2 + p2) ( - _];2) (3.7)
0

Or Ry = Ro,1 + Ro,2, donc, nous avonis, > 0.
On réécritbs sous la forme

bs = cmye(a] +as+ai — 1)+ eyipe(e] + a5+ a5 —1)
+eayeyi (@] + @3 + a3 — 1) + cayppa (2] + 23 + a3 — 1)
FC1717223 + C1Y1 ey + o2 1Ty + CoYa 1Ty + C1 23Ty
Feap 3Ty + 123 TS + CoY1 3Ty + 1 plafis + Y123
+Y2p1 43 + Y1Y213

En utilisant 3.6), on obtient

1
by = *R—O[Cl’h(’m + p2) + cava(y1 + pa)] + [er (v + ps)(p2 +72)

tea(v2 + p3)(p1 + v2)]zs + pa(y1 + pa) (2 + p2)

On déduith; en utilisant I'expression d&, dans I'équation3.2)

by = [c1(y1 + p3) (2 + 72) + ca(y2 + p3)(p1 +92)]w3 >0

En utilisant les les expressiors ) et (3.7) deb, etb, on obtient

biba = [c1(y1 + p3)(p2 +72) + c2(v2 + p3) (1 +72)lz3 + Q = b3 + Q

avec@ > 0. Par conséquent, nous avadns> 0, by > 0, by > 0 et (by1by — b3) > 0.
D’aprés le critére de Routh-Hurwitz, on en déduit que les valeurs propres de la matrice
jacobienne/(E;) sont de parties réelles strictement négatives. Donc, I'équilihrest
asymptotiquement stable By > 1. |

La stabilité des points d’équilibre du sous-systéhd)(dépend du paraméti@ -.
Cerésultat est exposé dans le corollaire suivant de la Propo&ition

Corollairel. SiRy» < 1, Ey est globalement asymptotiquement stable dans le domaine
0. SiRy 2 > 1, I'équilibre E, est instable et I'équilibre®; est localement asymptotique-
ment stable.
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La stabilit¢ asymptotique de chacun des sous-systemes ne suffit pas a conclure la
stabilité asymptotique uniforme du systeme a commutafdi).(

4 Resultats de simulations numériques

Dans cette section, nous illustrons par quelques simulations numériques le compor-
tement asymptotique du systéme a commutatib8) en fonction de la stabilité ou de
I'instabilité de ses sous-systémes. Ici, nous considérons les paramétres seuils suivants :

0(t)n
pa(y1 + 1)

C272

Ro(t) = Ro1(t) + Ro2, OU Ry 1(t) = m

et R()72 =

Ainsi,

R(), Sit € [kT, (k —+ OL)T[,
Ro(t) =
R072, Sit € [(k + Oé), (k + 1)T[

Dans toutes les simulations numériques suivantes, nous considérons les valeurs des para-
metres définies dans le tableau

Définitions Symboles| Valeurs| Unités
Taux de passage dg verszs o] 1/8 mois— !
Taux de passage de verszs Yo 1/6 mois ™1
Durée de vie moyenne des 1/ 24 mois
Durée de vie moyenne des 1/ps 24 mois
Durée de vie moyenne desg 1/ps 72 mois

Tableau 1 — Définitions et valeurs des parametres pour lesations.

Théoriquement, lorsqu&, < 1, le point d’équilibre £y est GAS pour le sous-
systeme 2.3) (Proposition2) d’'une part et d’autre part pour le sous-systéd)((Co-
rollaire 1). Dans ce cas, nous avoig(t) < 1, V¢t > 0 etles simulations numériques
du systéme a commutatiofl.¢) composé des deux sous-systéntes)(et (2.4) présen-
tés dans la figuré montrent que celui-ci converge vely suvant certaines valeurs des
parametres (voir figurg).
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0107

1 i n (] ] il i m 0 : ¢ ¢ s 10 ?
e b oT
(a) (b)

Figure 1 — (a) Evolution au cours temps de la population tojate =, + x5 + 3 du
systéme a commutatiofl.Q) poura = 1/4 avec la condition initialéy = (0.3,0.1, 0.6).
(b) Courbe des valeurs asymptotiques de la population tp@lesystéeme a commutation
(2.2) en fonction dexT' (0 < « < 1). Pour toute valeur deT', les120 derniéres valeurs
dey sont représentées lorsque les valeurs des parameétrescseat.002, co = 0.001,

T = 12 et dans le tablea@. Dans ce casRy; = 0.1080, Ro> = 0.0576 < 1 et
Ry(t) = Ro1(t) + Ro2 < 1 etle systéeme & commutation converge s

En effet, d’'une part la population totaje = x; + z2 + x3 tend verd) lorsquet tend
vers+oo et la durée de la reproduction sexuée- 1/4 (voir figurel (a)). Et d’autre part,
les valeurs asymptotiques de la population toiale= z; + x5 + x5 sont toutes nulles
guelque soit la durée de la période de la reproduction sex\feeir figure 1 (b)). Ce ré-
sutat de simulations numériques suggeéere que, théoriquement, le systéme a commutation
(2.2) converge asymptotiquement véig pour certaines valeurs des paramétres telles que
R()(t) <1.

Dans le cas o, > 1, nous avons montré théoriquement glig est instable et
E1 est LAS pour le systeme2(3). Mais, pour le sous-system@.p) les trajectoires is-
sues des quatre conditions initialés = (0.9,0.01,0.01), I, = (0.01,0.9,0.01),I5 =
(0.01,0.01,0.01) et Iy = (0.1,0.2,0.5) se trouvant aux coins du simplegeet loin du
voisinage de I'équilibre positivé&’; convergent toutes vers ce point lorsgge > 1 pour
les valeurs numériques testées selon les cg:: < 1 et Ry > 1 (voir figure 2),
Ro1 > 1etRyo < 1 (voir figure3), Ro1 > 1, Rp2 > 1 (voir figured) et Ro; < 1 et
Ryp.2 < 1 (voir figure5).
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Figure 2 — Projections du portrait de phase du sous-systémeaut R.3) dans les plans
(x1,22), (z1,22) €t (z2,x3) lorsqueRy: < 1,Rp2 > 1 etRy, > 1. Nous illustrons

la convergence du sous-systenze3| vers I'équilibre £; = (0.0101,0.0504, 0.5741)
lorsquec; = 0.01,co = 0.04 et toutes les valeurs des autres parametres sont dans le
tableaul. Avec ces valeurs, nous avoRg ; = 0.576, Ry 2 = 2.1600 et Ry = 2.7360.
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Figure 3 — Projections du portrait de phase du sous-systenoea@ut @.3) dans les
plans(z1, z2), (z1,22) et (z2,z3) lorsqueRy > 1. Nous illustrons la convergence du
sous-systeme2(3) vers I'équilibre E; = (0.0404,0.0108,0.4934), lorsquec; = 0.03,,
co = 0.01 et toutes les valeurs des autres paramétres sont dans le tablgans ce cas,
nous avonsy = 2.196 > 1, Ry1 = 1,620 et Ry 2 = 0.576.
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Figure 4 — Projections du portrait de phase du sous-systenoea@ut @.3) dans les
plans(zi, z2), (1, x2) €t(ze, z3)lorsqueRy 1 > 1, Ry 2 > 1 etRy > 1. Nous illustrons

la convergence du sous-systenze3) vers I'équilibre F; = (0.0275,0.0344,0.6394)
lorsquec; = 0.03,c2 = 0.03 et toutes les valeurs des autres parametres sont dans le
tableaul. Avec ces valeurs, nous avoRg ; = 1.7280, Ry » = 1.6200 et Ry = 3.3480,.
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Figure 5 — Projections du portrait de phase du sous-systémeaut R.3) dans les plans
(33'1,35'2), (33'1,35'2) et (ZQ,Zg) |0r3queR()71 < ].,R(LQ < 1 etRg > 1. Nous illustrons

la convergence du sous-systenze3| vers I'équilibre £; = (0.0173,0.0216,0.4011)
lorsquec; = 0.016,c2 = 0.016 et toutes les valeurs des autres paramétres sont dans le
tableaul. Avec ces valeurs, nous avoRg ; = 0.9216, Ry > = 0.8640 et Ry = 1.7856.

Pour le sous-systéme autonor@edf lorsqueR, » > 1 nous avons montré théorique-
ment queE), est instable ef; est LAS (Corollairel). Mais, une simulation numérique
montre que les trajectoires issues des quatre conditions initiales(0.9,0.01,0.01),

I, = (0.01,0.9,0.01),Is = (0.01,0.01,0.01) et I, = (0.1,0.2,0.5) se trouvant aux
coins du simplex€ et loin du voisinage de I'équilibre positivé, convergent toutes vers
ce point lorsquer 2 > 1 (voir figure6).
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Figure 6 — Projections du portrait de phase du sous-systenoe@ut @.4) dans les
plans(x1, z2), (z1,z2) et (z2, z3)lorsqueRy 2 > 1. Nous illustrons la convergence du
sous-systeme2(4) vers I'équilibreE; = (0,0.0537,0.4833) lorsquecy = 0.04 et toutes
les valeurs des autres parametres sont dans le tablefatec ces valeurs, nous avons

Ro.2 = 2.1600.

Les résultats numériques des figuges, 4, 5 suggérent donc que pour certaines va-
leurs des paraires telles queR, > 1 F; pourrait &tre globalement asymptotiquement
stable pour le sous-systénz3). De méme, ceux de la figuesuggérent que pour cer-
taines valeurs des parares telles que, » > 1 E» pourrait étre globalement asymptoti-
guement stable pour le sous-systemd)(lorsqueRy 2 > 1

Toujours, lorsquév, est instable pour le sous-systerded| sous la conditiorkzy > 1,
si Rp,» < 1 @lors Ey est théoriqguement GAS pour le sous-systethd)( Dans ce cas,
pour les valeurs particulieres de = i eta = % les simulations numériques montrent
respectivement une convergence du systéme a commutatioByérsir figure7) et vers

uncycle limite (voir figure8).
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Figure 7 — Evolution au cours du temps de la population totala systéme & commuta-
tion (2.2) avec la condition initial&, = (0.3,0.1,0.6). ¢; = 0.03, c2 = 0.01, T = 12,

o = 1 ettoutes les valeurs des autres parameétres sont dans le tabRaus ce cas, nous
awnsRiy = 2.196 > 1, kg1 = 1,620 et Ry 2 = 0.576. On a une convergence vels.

ARIMA



116 ARIMA —Volume 15 -2012

09 1t
0 It
07
06
05

04

03

02
01 il

01 1 1 1 1 ] i
0 500 1000 1500 200 2500 m i W i i m il

(a) temps ) 2

Figure 8 — (a) Evolution au cours du temps de la population totale du systéme & commu-
tation (2.2) avec la condition initial&p = (0.3,0.1,0.6), ¢; = 0.03, 3 = 0.01, T = 12,

o= % ettoutes les valeurs des autres parametres sont dans le tableas ce cas, nous
awnsRy = 2.196 > 1, Ry 1 = 1,620 et Ry 2 = 0.576. (b) est un zoom de la figur@)

réalisé sur l'intervallé2000, 2130] montrant la convergence vers un cycle limite.

Ainsi, ces deux figures/(et8) montrent que le parametrea une influence sur la dy-
namique du systéme a commutation. Certaines de ses valeurs engendrent la convergence
du systéme verg), (voir figure7) et d’autres vers un cycle limite ( voir figug.
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Figure 9 — Courbes des valeurs asymptotiques diigure (a) et de la population totale
y figure (b) des solutions du systeme a commutatibg) (en fonction deaT lorsque
c1 = 0.03, co = 0.01, T = 12 et toutes les valeurs des autres parameétres sont dans le
tableaul

Plus généralement, lorsque I'on trouve la solution numérityugystéeme a commuta-
tion (2.2) sur une longue duréé = 1500 mois et I'on représente en fonction d€” ou
simplement dex la population totaley oux; aux120 derniers temps (temps suffisamment
grand pour voir le comportement asymptotique), alors I'on constate qu'il existe un para-
métre de bifurcatiomy. (voir figure9). En effet, pour les valeurs de inférieures ax..,
x1 ety sont nulles aux 20 derniers temps : les solutions convergent vers I'équilibre nul.
Mais, pour les valeurs de supérieures a., la solution atteint un cycle limite puisque
pour chacune de ces valeursd@gla variabley (ou z;) prend des valeurs distinctes aux
120 derniers temps et présentées par un trait vertical (voir figure

5 Conclusions

Le Typhacontinue a proliférer dans différents pays du monde. Malheureusement, il
n’existe pas a ce jour un moyen de lutte efficace contre cette plante. Néanmoins, le mo-
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dele mathématique qui a été développé dans ce travail pourrait contribuer a une meilleure
compréhension de la dynamique de population de la plante afin d’aborder au mieux son
controle.

Dans ce papier, nous avons présenté un systeme différentiel non linéaire a commuta-
tion décrivant la dynamique de prolifération diypha.Tout d’abord, nous avons étudié
chacun de ses deux sous-systémes. En celd, nous avons mis en évidence que I'existence
et la stabilité de I'équilibre positif de chaque sous-systeme dépend du taux de reproduc-
tion de basegy ou Ry 2). Quand le taux de reproduction de base d’'un sous-systéme est
inférieur a1, I'étude de ce dernier montre une stabilité asymptotique de son équilibre
Ey. Et quand son taux de reproduction de base est supérieun@us avons une stabi-
lité asymptotique de son équilibre positif. Ce paramétre rappelle leRgwes modeles
démographiques ou épidémiologiques, mais il faut noter que notre systéeme n’est pas du
type des modéles épidémiologiques auxquels la théorie générale s'applique [

Nous avons montré par des simulations numériques que le comportement du systeme
a commutation est assez complexe. Précisément, pour certaines valeurs des parametres
telles que les deux sous-systemes convergentiglsrsqueR, < 1, le systéme a com-
mutation converge verB, quelque soit la séquence de commutation. Aussi, dans le cas
ou certaines valeurs des parametres vérifient a laRgis> 1 (le systéeme associé a la
présence de la reproduction sexuée convergeMey®t Ry > < 1 (le systéme associé
a I'absence de la production sexuée converge ¥gjsle systtme a commutatio.@)
converge soit verdr,, soit vers un cycle limite. Ces deux sénarios possibles montrent
I'existence d’'un parameétre seuil pour la durée de la période de reproduction seXuée
au-dela duquel le systeme a commutation ne convergence pluByerais vers un cycle
limite pour un jeu de valeurs des paramétres tel Gye> 1.
On se propose dans la suite d’approfondir ces questions en utilisant la théorie des per-
turbations singuliéres, lorsque I'alternance entre la présence et I'absence de reproduction
sexuée se fait trés lentemeBt 8], et la théorie de la moyennisation, lorsque cette alter-
nance est rapided).
Ainsi, I'étude théorique de ce modele a permis de déterminer certains facteurs détermi-
nants de la prolifération de la plante. Ce modele pourrait étre utiliser dans I'étude de
stratégies de controle écohydrologique.
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A Calcul des points d’équilibre

Les points d’équilibre du sous-systenzed) vérifient

cizz(l—ay —wo —x3) = (714 1)z (A1)
cox3(l —ay —wo —x3) = (72 + p2)r2 (A.2)
YT+ Yo = p3T3 (A.3)

Si une composante s’annule, aldtg = (0,0, 0) est solution. Sinon:; > 0, 25 > 0 et
x5 > 0 alors,
1—a] —a5 —a3 #0.

puisque
1 —2] — a5 — 25 = 0impliquez; = 0.

En faisant le rapport membre a membre Aelf par (A.2) on obtient, aprés simplification

a_mtmay
co Yot p2 Ty

Onen déduit I'expression suivante aé en fonction der;

x5 = entm ] (A.4)
C1 Y2 + 2
Or, I'équation A.3) implique
T3 = lx’{ + Exé (A.5)
M3 3

Remplagons dang\(5) =5 par sa valeurA.4). On obtient I'expression suivante dé en
fonction der;

o |01, 720 (1 + 1)

T 7. A.6
3 w3 pacr (v2 + p2) ! (A-6)

Par conséquent,

(e + p2) + cave(n + p1) o,

° pzcr(v2 + p2) ! (A7)
On peut écrire I'équation’(.1) sous la forme
* * * Y1+ l‘T
l—a] —ay —af = ———. A.8
Ty — Ty — T3 o o (A.8)
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Remplacons alors; etx? par leurs valeursX.4) et (A.7) dans cette équation : on obtient,
aprés simplification pary, 'équation suivante en I'unique variabig

1o (n +M1)x* _amn(ye £ p2) +eye(n + M)x* _ 1
L (v2 + p2) ! pscr(ye + p2) " Ry

Cete équation s’écrit

. c2 (yi+p1) (e +p2) +cove(y +p1)| 1
ry |14 —= + =1-—.
c1 (v2 + p2) psc (2 + p2) Ry
Onen déduit alors, en réduisant au méme dénominateur
o pscr(y2 + pa) + psca(y1 + 1) + cayi(y2 + p2) + caya(m + ) - 1
! psc1 (2 + p2) Ry
Pa conséquent,
psc1(y2 + p2) Ry—1

T =
V(i A+ ) (2 + p2) + colyo 4+ p3) (v + 1) Ro

Del'équation (@A.4) on déduit alors

. paca(y1 + p1) Ry —1
27 el +ps) (v +p2) +ea(ye +pz) (1 + 1) Ro

Etde I'équation A.7), on déduit

o= p3(v1 + p)(v2 + p2) (Ro —1)
5 e+ ps) (2 + p2) + ca(y2 + p3) (71 + )

Il ne reste plus qu'a montrer que;, =3, x%)* appartient &2.

(a3, x5, x%)" appartient &2. En effet, siRy > 1 nous avons:; > 0,25 > 0 etz} > 0.
De plus en remplacant etz; dans le second membre d& §) on obtient I'expression

1
1—af —ab —ak = —
1 2 3 RO

donc,

1
] tastaz=1— —. (A.9)
Ry
Ainsi,
]+ a5+ a5 < 1
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On en déduit que3(3) est I'équilibre positif deZ.3).

Un point équilibre du sous-systema {) vérifie le systeme d’équations

(11 + p1)z1 =0
CQQE3(1 — X1 — X2 — 33'3) — (’)/2 -+ /LQ)IQ = 0
M1T1 + Yoz — U3T3 =0

Donc,z; =0etona

CQQE3(1 — T2 — Id) = ("}/2 —+ /,LQ)I:Q (AlO)
oy = s (A.11)

Size = 0 ouzz = 0, on obtientE; comme point d’équilibre.
Et par un raisonnement analogue, on obtient

ps(Ro2 —1)

T = ,
2 Ro,z(’Yz + us3)

p3(y2 + p2)
a2 + p3)
On en déduit que34) est I'équilibre positif deZ.4).

(Ro2—1)

*7
Ty =
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