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RESUME. Dans ce travail, on considére un probléme de contrdle optimal d’un procédé biologique
séquentiel discontinu pour le traitement de la pollution. Ce modéle fait intervenir deux réactions biolo-
giques, I'une étant aérobie et I'autre anoxique. On s’intéresse, dans un premier temps, a un probleme
de contréle optimal en temps minimal puis en temps et en énergie. On prouve I'existence de trajec-
toires optimales et on calcule, dans chaque cas identifié, les contr6les optimaux correspondants.

ABSTRACT. In this work, we consider an optimal control problem of a biological sequencing batch
reactor for the treatment of pollutants. This model includes two biological reactions, one being aerobic
while the other is anoxic. We are first interested in a problem of optimal control in time and then, in
both time and energy. The existence of the optimal trajectories is proven and the corresponding
optimal controls are derived in each case.
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1. Introduction

De part leur simplicité de mise en oeuvre, les systemes digpuie@s sont aujourd’hui
les procédés les plus utilisés pour le traitement des eaeitrditement biologique des
polluants organiques et/ou chimiques contenus dans casusaes consiste en la trans-
formation de la matiére biodégradable en boues (égalenmp@iée biomasse qui se
trouve sous forme solide dans le systeme). Le principe dietnant biologique est de
mettre en contact des micro-organismes et les polluants des enceintes (réacteurs)
dans lesquelles il est possible de contrdler les conditamwéronnementales. Dans une
seconde enceinte, appelée décanteur ou clarificateules et I'eau épurée sont sépa-
rés. En I'absence d’agitation, les bactéries s’aggloniéarrflocs qui, plus denses que
'eau, décantent sous l'effet de la gravité. Les boues sexyalées ou éliminées alors
gue I'eau traitée est rejetée dans I'environnement. Riusieechnologies permettent de
mettre en oeuvre ces principes de traitement et de sépafior I'épuration des eaux
usées. Parmi ces technologies, les réacteurs séquensedsithus (SBR pour Sequen-
cing Batch Reactors) présentent certains avantages gaortapleur homologues conti-
nus. En séparant dans le temps plutét que dans I'espacedssgpte traitement et de
séparation évoquées ci-dessus, les SBR permettent notegrameneilleur contréle du
procédé et donc de la qualité des eaux rejetées. Le prix a palygue le systeme consi-
déré fonctionne maintenant en mode batch et non plus enncortinécessite donc la
mise en place en amont d’un bassin de stockage des eaux uséeswgnt, elles, conti-
nument a la station. Dans ce cas, un probléme est de miniteisemps pendant lequel
le réacteur de traitement est indisponible, c’est-a-@ireimps de réaction nécessaire au
traitement des eaux si on suppose le temps de décantatistantrPlusieurs travaux se
sont intéressés a la mise au point d’algorithmes de coraggilmal en temps minimal des
SBR ([1],[2]), et, en particulier, d’'une stratégie permaettde déterminer les instants de
commutation entre phases aérobie et anoxique, pour migiteisemps total de réaction
([3]). Pour des raisons techniques, il n'avait pas été ptessians les travaux de Mazouni
([1],[3]) d’envisager de moduler la concentration en oxyget seules des situations pu-
rement aérobie (saturation de la concentration en oxygémnglirement anoxique (pas
d’injection d’oxygéne) avaient été modélisées. Or, degesyss de régulation fine de la
concentration en oxygéne sont aujourd’hui disponiblesesorarché. On se propose donc
de revisiter ce probleme de contr6le optimal en temps mihiles SBR dans un contexte
ou la concentration en oxygene serait maintenue suffisarfaible pour autoriser les ré-
actions aérobies et anoxiques de se réaliser simultané@ettd simultanéité de réactions
est classique dans les procédés a boues activées et bieliséedans les modéles ASM
de I''WA ([4]). Par suite, il s'agit de rechercher dans qeethesure une telle approche
de modulation de la concentration en oxygéne pourrait égileure que la solution par
alternances de phases proposée dans [3]. Le probléeme astshgcessite de considérer
un modeéle en 3 dimensions, modele pour lequel le problemerhkenande est trés dif-
ficile a résoudre directement. C’est la raison pour laqusllse propose d'étudier dans
un premier temps un probléeme Iégérement différent ou n'@dppas explicitement de
couplage entre les substrats alors que c’était le cas dénawdél de D. Mazouni ([1],[3]).
Plus spécifiquement, nous nous intéressons a un modeéleatpred la concentration en
oxygéne est la variable de contrdle et ou deux réactionsdigplies - pouvant avoir lieu
simultanément - sont nécessaires pour traiter deux typssluigrats distincts. Les deux
biomasses microbiennes en jeu sont respectivement lisngt&i@hibées par leur substrat
respectif, 'une étant favorisée par I'oxygene (réactiéroaie) alors que la seconde est
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inhibée (réaction anoxique). Sur le plan pratique, on siieglonc le cas considéré par
D. Mazouni ([1],[3]) au sens ou les processus de nitrificatd de dénitrification sont
bien contrélés par I'oxygéne mais ou la contrainte sur laénabrganique nécessaire a
la dénitrification est ignorée. Cette simplification nouspet de traiter ce cas dans deux
dimensions et de résoudre le probléme de contr6le optimi@raps et en énergie. Nous
avons de bonnes raisons de penser que les résultats dereetiéne étude nous aiderons
a aborder le probléme en trois dimensions ou les variablesceaiplées par un substrat
supplémentaire (le carbone). Dans la premiére partie dicl@ on s'intéresse a la mise
au point d’une stratégie de contr6le optimal en temps mihimas, dans une seconde
partie, a la synthese d’'une commande optimale en temps eteggi€, afin de minimiser
a la fois le temps de réaction et la quantité d’oxygéne consém

2. Modélisation

On consideére les réactions biologiques suivantes :

S1+u— a1 (2-1)

So + U — Ty (2-2)

ol s; etsy désignent les substrats que I'on cherche a éliminegt 2 sont les bio-
masses, c’est-a-dire les concentrations en bactérie®gsomment respectivementet
so pour leur croissance.
La premiére réaction est une réaction favorisée par la pcésg’'oxygéne tandis que la
seconde est inhibée par I'oxygéne.
La concentration en oxygéneest considérée comme la commande dans ce systéme. En
supposant que I'on s’intéresse a un systéeme fonctionnamtogte batch, le modéle du
bioprocédé s’écrit :

&1 = pi(s1,u)xn,
51 = —p(s1,w)21,

(2.3)

&o = pa(s2,u)xs,

89 = —12(82, u) 22,

ou la fonction de croissangg est strictement croissante par rappoutet la fonctionus
est strictement décroissante par rappart a

Comme la premiére réaction est une réaction aérobie, lati@arides; est nulle si 'oxy-
géne est absent. De plus, cette variation augmente d’'un&raacontinue lorsque la
guantité de I'oxygene injectée dans le réacteur augmerss. dtit inversement pour la
variation dess, ce qui nous conduit a supposer :

Hy : ju(si,u) = f(s1)u(u) etpa(ss,u) = f9(s2)(K — p(u)), aveck > 0, f9 et
1Y deux fonctions positives, bornées, de claSSeet qui vérifientf?(0) = f2(0) = 0.
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u est une fonction positive, de claség, strictement croissante et vérifig0) = 0 et
1Wtmaz) = K, Umaz €]0, +00].

H> : 0 < u(t) < umaz-
Notons que I'on a, par conservation de masse dans le syse®e; (t)+;(t) = 0 pour

i = 1,2, pour toutt positif. On pose alord/; = s1(0) + x1(0) et My = s2(0) + x2(0).
Sans perte de généralité, supposonsigye= My = 1.

Le systéme (2.3) est alors équivalent au systeme bidimemsio

51 = —p(u) f1(s1),

$9 = —(K — p(u)) fa(s2),

(2.4)

ou fi(si) = f2(si)(1 — s;), i = 1,2. Les fonctionsf; et f, sont positives, bornées, de
classeC! et vérifientf;(0) = f2(0) = 0 et f1(1) = f2(1) = 0. Autrement dit,f; et fo
sont nulles en absence de substrat ou de biomasse associée.

Le but est de régler la concentration d’'oxygenafin d’'amener les concentrations et
so en dessous d'un certain seulil.

3. Probléme de contrdle en temps minimal
Le premier probleme que I'on considére est d’amener en temipisnal les concen-

trationss; et s, en dessous de seuils spécifiés par I'utilisateur. Cet abgctformule
comme un probléme de contrdle optimal.

3.1. Spécification du probléme
On considére le probléme de contrble optimal suivant :
Minimiser ty,
(P)q we L=([0,t5], [0, tmaz)),
s solution de (2.4) tel que s(0)=s" et s(ty)€C.
ouC = [0,a] x [0,b] et(a,b) €]0,1[2. Nous nous intéressons aux trajectoires qui partent

des® €]0, 1[? (les concentrations initiales des substrats) et qui atégigla cible(C) (les
concentrations souhaitées) en un temps minimal.

3.2. Solutions optimales

On commence par énoncer les deux résultats suivants :

Proposition 3.1 Pour touts” €]0, 1[2, il existe un controles € L>([0,¢¢], [0, wmaqz]) tel
que la trajectoires,(.) relie s a la cibleC.
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Preuve. Si s® appartient a l'intérieur de la cible, la proposition estitiie. Sis® est a
I'extérieur de la cible, il suffit de considérer une trajealonnée par I'union de deux
segments : un segment horizontal qui correspond au contréle.,,,..., ce segment part
des® et arrive a l'axe{s; = a}, et un segment vertical qui correspond au contidte 0.
Ce segment part du point qui appartient a l'intersectiorael{s; = a} et du premier
segment et arrive a la cibte O

Proposition 3.2 Pour toute condition initiales® €]0, 1[?, il existe une solution au pro-
bleme P).

Preuve. On démontre ce résultat en appliquant un théoreme de Filijyoir par exemple
[5, théoréme 6.2.1]). Remarquons d’abord que, confmet f> s’annulent en 0 et en 1,
toute trajectoires(-) issue des® €]0, 1[? vérifie s1 () etsa(t) €]0, 1] pour toutt € [0,¢¢]
et est donc uniformément bornée. D’autre part, pour taw) € IR, x IR?, 'ensemble
des vecteurs vitesse augmentés :

Vit s) = {1, () fr(s1(8)), (K = p(w)) f2(s2(8)), w € [0, Umaz]}

est convexe et compact . Ainsi les hypothéses du théorénisaiisfaites et il existe un
contrdle optimak: tel que la trajectoirs,,(.) joint sy & la cibleC en temps minimal. O

Pour déterminer les trajectoires optimales, nous décoamsde domaine complémentaire
de la cibleC dans|0, 1[x [0, 1] en trois régions. Soierdd,, D, et D3 les trois domaines
disjoints définis par Dy = [0, a[x[b, 1], Dy = [a, 1[x[b, 1], et D3 = [a, 1[x][0, b].

D3

Y

[
»
[y

a

Figure 1. Partition du domaine

Nous établissons, maintenant, une description compléta dgnthése optimale du
probléme(P).

Théoréme 3.1 Pour une condition initiale® €]0, 1[2, les solutions du problén{@®) sont
les suivantes.

1) Sis® € Dy, latrajectoire optimale du problemg®) est unique. C’est le segment
vertical qui part des®.

2) Sis € D3, latrajectoire optimale du problem@P) est unique. C’est le segment
horizontal qui part des®.
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3) Sis? € D, il existe une infinité de trajectoires optimales pour le lpéame
(P). Ce sont toutes les trajectoires du systéme issue8 dai touchent la cible au point
5 = (a, b) (coin de la cible). De plus, le temps minimal est donné par :

Lo L ds R s
TTE N\, 1) T f(s))
Preuve. On va appliquer le Principe du Maximum de Pontryagin [6, &.Hamiltonien

du problem&P) est donné par :

H(s,p,u) = —pip(u) fi(s1) = p2(K — p(u)) fa(s2) + 1,

oup = (p1, p2) est le vecteur adjoint. $k(.),p(.)) est une extrémale, alors

{ B = =28 — pyp(u) fi(s1),
(3.1)

P2 = =Gk = pa(K — p(w)) fi(s2).
On a donc, pout € [0, t],

n) = m@esp( [ tuleritsa(s)as )
et .

palt) = paexp [ (0 = uuls))fiCsa(e)s )

La condition de minimisation s’écrit : pour totie [0, t¢],

H(s(t), p(t), u(?)) = min H(s(t), p(t), v), 3.2)

ou ) = [0, uma.] €st'ensemble des valeurs du contréle.

Posons 5(t) = (s1(t), s2(t)), p(t) = (p1(t), pa2(t)) et

_oH

= 55 (50, p(t) ult) = ' (u(®)) (=p1(0) fi(s1(8)) + p2(t) fa(52(1)))

o(1)

D’apres I'équation (3.2) on déduit :
— Sig(t) > 0alorsu(t) = 0.
—Sip(t) < 0alorsu(t) = tumag-
— Sip(t) = 0 alorsu(t) €]0, tmaz|-
De plus, la condition de transversalité suivante doit &tisfaite :

(p(ty), (y = s(tg))) <0 pour tout yeC.

Montrons les trois points du théoréme.

Soits” € D;. Considérons une trajectoire optimalg) issue des® et le vecteur adjoint
associép(-). D’apres le systeme (2.4), onsa < 0 et par conséquent < a. Ceci im-
plique que la trajectoirg(-) ne sort pas de la régian; . Par suite, cette trajectoire touche
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la cible au points(t;) € {s2 = b} avecsi(ts) €]0,a[. Dans ce cas, la condition de
transversalité s’écritp; (t7) = 0 etpsa(ty) > 0. D'ou, p1 = 0 etpa(t) > 0, pour tout
t € [0,ts]. Par suite, le hamiltonien atteint son minimumeer= 0 et la trajectoire cor-
respondante a ce contrdle vérifie= 0 et s, < 0. Ceci montre le point 1) du théoréme.
Le point 2) se démontre de la méme fagon que 1).

Soits® € D,. Alors toute trajectoire optimalg-) issue des” touche la cible par le coin.
En effet, sis(-) atteint la cible en un point(t ;) qui appartient§ s = b} N Dy, la trajec-
toire s(-) doit étre un segment vertical inclus dais. Ceci est absurde puisqug € D-.
On raisonne de la méme fagon si la trajectoire atteint l&eablk(t ;) € Ds.

Montrons que le temps nécessaire pour joindrau coin de la cibl€ ne dépend pas du
contrleu. En effet, du system@.4) on déduit que :

51 52

u) =——— et K—pulu)=———. 3.3
En faisant la somme des deux équations de (3.3), on obtient :
$1 So
K= —— 4+ ——. 3.4
ACRNAS (3.4
En intégrant (3.4) par rapport au temps etrftret £, on déduit aprés un changement de
variable que :
1 1 ds 2 ds
ty = — + . 3.5
ITE ( AN ACR f2(8)> (39)
Donc toutes les trajectoires qui reliesitau coin de la cibl€ atteignent cette derniére en
un temps qui ne dépend pase O

Remarque 3.1 Les zonesD; et D3 correspondent a des problémes aérobie et anoxie
stricts, respectivement, et cet aspect de réactions saimédts n’est en fait pas véritable-
ment considéré. Seul le cas de la zdnepeut conduire a des réactions simultanées.

Remarquons aussi que si la cible est a priori petite (i.eséedisa et b sont petits),
alors la condition initiale est quasiment toujours ddhs Quand la condition initiale
est dangD,, il y a une infinité de trajectoires optimales (toutes atteigf le coin). D’ou
la question supplémentaire : laquelle choisir? selon qritre ? C'est la raison pour
laquelle on définit maintenant le probléf@) qui s’énonce comme suit :

Ly
Minimiser / u?(s) ds,
0

(Q) u e Lm([o,tf],[o,umaz])v

s solution de (2.4) tel que s(0)=3s" et s(ty)=75.

La résolution du problemgeQ) consiste a déterminer parmi l'infinité de trajectoires op-
timales en temps celle qui consomme le minimum d’oxygéneet delle qui minimise
I'énergie d’aération.
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4. Minimisation en temps et en énergie

Le probléme en temps minimal a été résolu et on a trouvé daectan précédente
les lois de commande en oxygéne qui permettent d’atteirdeéble en temps minimal.
Cependant I'oxygénation du systeme a un co(t, et ces loismalas en temps peuvent
s’avérer tres colteuses. On s'intéresse donc maintenaes arieres qui prennent en
compte ce codt en pénalisant la consommation d’oxygéne.

4.1. Formulation du probléme

Dans la littérature du traitement de I'eau, la limitatiorr faxygéne de la vitesse
d’oxydation du carbone (respectivement de la nitrificatiest généralement modélisée
par une fonction de Monod en I'oxygéne qui vient multipli@fdnction de croissance en
carbone (respectivement en azote), d’ou le nom de 'doubledd'aque I'on trouve quel-
quefois dans les articles de modélisation. De maniére gnald'inhibition de la réaction
de dénitrification est souvent modélisée par une fonctioypke’1-Monod’ d’ou le terme

Kf(foz . Supposons que les affinités des microorganismes épusateur le carbone et
2
pour I'azote sont trés importantes, autrement dit, que destantes de demi-saturation
des fonctions de Monod sont faibles. Alors, lorsque la cotreéion en oxygené€, va

varier entre O (pour décrire une anoxie totale) et, a I'agteeme, sa valeur de saturation,

. O- A A O>
la fonction de Monod correspondarﬁ%m et son complémentaire Ko, 03 vont

varier entre 0 et une valeur qui sera d’autant plus prochegieles constantes d’affinité
sont faibles. Si on re-normalise ces fonctions en suppasairtenant que le contréte
est la fonction de Monod, on voit apparaitre dans les éguslés expressions du controle
u dans les équations régissant I'oxydation du carbone e daiitrification etl —« dans
les équations régissant la dénitrification avec lewcas 1 pris comme une borne supé-
rieure vers laquelle le contrdle va tendre en cas de satardti milieu en oxygene. On
suppose donc que(u) = u et que la borne supérieure du contrble Est .., dans
le modele (2.4). On obtient le modéle suivant :

‘él = _uf1(81)7
4.1)
5'2 - _(umaz - u)f2(52)-

Nous cherchons a minimiser un compromis entre I'énergeedi€oxygéne injecté dans
le systeme et la durée totale de la réaction. Ce problemeadeaitmathématiquement par
la résolution du probléme suivant :

125
Minimiser C(ty,u) =t + a/ u?(s)ds, >0,
0

(R) = LOO([O, tf], [0, Umam])a

s solution de (4.1) tel que s(0)=s" et s(ty)€C.

d
On pose dans la suiteyi (s9) / iGs i e g2(s / — aVGCSO ¢C.

On note que le cas’ € D, est trivial dans le contexte de Ia m|n|misation d’énergie. E
effet, la seule maniére de joindse a la cibleC en temps minimal est d'utiliser la phase
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anoxique qui correspond a une consommation nulle d’éne@jielimitera donc notre
étude au cas osf € D5 U Ds.

Pours’ € Dy U D3, on étudie séparément les cas ol le co(t de I'énergie cagsidé
est assez faibléa < 1/(umaz)2) et le cas ou le colit de I'énergie considérée est assez
important(cc > 1/(umaz)?). Dans le premier cas on privilégie le probleme de temps mi-
nimal et dans second c’est la contrainte d’énergie qui @gtdmiée.

. . . 1
4.2. Trajectoires optimales pour «a < —3
(umax)

Ces trajectoires sont différentes selon que la conditigiaie appartient au domaine
D5 ou Ds.

Proposition 4.1 Siae < 1/(umaz)? et sis® € D3, 'unique trajectoire optimale pourR)
est le segment horizontal qui part e

Preuve. Si s’ € D3 et siu est un contréle admissible pour le probléri®,(alors, on
peut écrire :

T
/0 u(s)ds = g1(sY), (4.2)

ouT estla durée pour atteindre la ciblE & %i) sinon on n'atteint pas la cible).
Or I'inégalité deCauchy — Schwartz, puis I'égalité (4.2) impliquent que :

/T uQ(S)dS > W’ (43)
0
ce qui implique que :
g 2 (91 (%))
(T, ) :T+a/ w(s)ds > T+ ot 200 (4.4)
0

On consideére la fonction :

o [91(5(1))74_00[ Y R

umaw

T — T+a(91(;?))2

Le seul point critique de la fonctidh — T + a% esty/agi (s?). Commey/a <

0
%*  est strictement croissante et sont minimum est atteifit'es w
D’apres l'inégalité (4.4) on déduit que pour talit> 7%, on a :

C(T,u) > C (T, umaz) -

On conclut donc que = u.,,... est le contréle optimal. La trajectoire correspondante est
un segment horizontal. O
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Reste a considérer le cas ou les conditions initiales sargt Oa.

Proposition 4.2 Sia < 1/(umaz)? €t sis® € Dy, la solution pour le problémeR) est

91(s9)

donnée par le contréle = Umaz g0y g, (0 -

Preuve. Sis” € Dy, on montre de la méme fagon que dans le théoréme 3.1 que la
trajectoire optimale, si elle existe, atteint la cible parcbin. Et d’aprés (4.1), on peut
écrire :

EA%@%:m@)d A%wm—mmw:m@x

out; est le temps nécessaire pour atteindre la cible. En faisastrhme de ces deux
dernieres équations on voit que :

b= —— (g1(s9) + g2(2)

umaz

De plus on montre comme dans le cas précédent que pouf teut; on a :

C(T,u):T—i—a/TuQ(s)dsth—f—a@. (4.5)
0

D’apres l'inégalité (4.5) on déduit que pour tdlit> ¢y, on a :

o) = (1, %0)) .

0
On conclut donc que le contrdle optimal existe et il vaut= 9ls), O

ty

La figure (2) présente des trajectoires optimales qui padeesf ¢ D, et qui arrivent
aucoin(0.1,0.1) delacibleC = [0,0.1]x[0,0.1].

0.8

0.7

0.6

0.5

o 0.4

0.3r

0.2

0.1

(o)

(o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
s

Figure 2. Exemples de trajectoires optimales qui partent de s° € Do

Remarque 4.1 En pratique, le fait que le contrble optimal soit constaritiagéressant
puisqu’il n’y a pas de manceuvre a effectuer pour injectenigene.
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Remarque 4.2 On montre que la solution du probleriR) est aussi la solution du pro-
bleme(Q) (avecu(u) = u) a temps fixé. On déduit donc I'équivalence entre le probleme
(Q) et le probléem&R ). On peut donc résoudre le probler(i®) par une autre stratégie
qui consiste & minimiser, dans un premier temps, le tempsssaae pour atteindre la
cible et déterminer, ensuite, parmi toutes ces solutioele ¢iui consomme le minimum
d’oxygene. On répond donc a la question posée a la fin de (3.2).

. . . 1
4.3. Trajectoires optimales pour o > ——
(umax)

Pour résoudre le probléem®&j, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1 Soits” € D, U Ds. La trajectoire optimale du problemeR), si elle existe,
atteint la cible(C) en un point qui appartient a I'axés; = a}.

Preuve. Comme dans la preuve du théoreme 3.1, on utilise le PMP. Leltoaren
associé au problém&) s’écrit :

H(s,p,u) = —prufi(s1) — p2(tmaz — u) fa(s2) + 1+ au?,

avecp; et py vérifiant (3.1), pouru(u) = u. On utilise le méme raisonnement pour
déduire que si(-) atteint la cible en un point(¢;) qui appartient &s2 = b} N Dy,
la trajectoires(-) doit étre un segment vertical inclus dabs. Ceci est absurde puisque
so € Dy U Ds . [l

Proposition 4.3 Sia > 1/(umaz)? €t sis® € Dy U Ds, il existe une unique trajectoire
optimale solution deR) et elle correspond au contrdle suivant :

0
u = umaz% S s0 e (Dg U Dg)\l—‘,

(4.6)
u= \/La St s% €T,

avecl" I'ensemble défini par :
P ={s"€DyUD;s tel que a(tma)*(91(s1)* > (g1(57) + 92(52))*} -

(Voir Figure 3).

Preuve. Sis” € Dy U D3, d’apres le lemme (4.1), la trajectoire optimale du prol#éem
(R) touche la cible en un point qui appartient a I'alsg = a}, ce qui implique que :

T
/ u(s)ds = ¢ (s(l)), 4.7)
0

ouT estle temps nécessaire pour atteindre la C[B|%(M, sinon on n’atteint
pas la cible) et un contréle admissible.
En utilisant I'inégalité d&”'auchy — Schwartz et I'égalité (4.7), on obtient :

T $9))2
/0 u?(s)ds > M, (4.8)
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ce qui implique que :
T 0Y))\2
C(T,u) =T + a/ u?(s)ds > T + a@. (4.9)
0

On consideére la fonction :

" [91(89) + g2(s3)

umam

,—|—oo{ — IR
T — T—|— a(gl(;?)f
Le seul point critique de la fonctidh — 7' + a @) esty/ag:(s?), alors deux cas

T
se présentent.
- Sis? € T cest-a-dire siy/agi(s9) > W le minimum de la fonctiorp
est atteint en
T* = Vag (s)).
D’aprés I'équation (4.9), on déduit que :
r 1
C(T,u) =T+ a/ u?(s)ds > C <\/agl(s?), —> . (4.10)
0 Va

D’ou I'existence du contréle optimal qui vauti:= -

o

- Sis € (D U D3)\T', c'est-a-dire si/ag: (sV) < M, le minimum de la
fonction est atteint en '

T =

(91(s9) + g2(s9)) -

umam

D’aprés I'équation (4.9), on déduit que :

— T 2 ( * gl(s(lJ) )
C(T,u) =T+ a/o u“(s)ds >C | T ,umam—gl(s(l)) 60 (4.11)

Il 3 H A H H R gl(s[l))
D’ou I'existence du contréle optimal qui vauti:= u;,qx FRCIETREOE

On déduit donc que le controle optimal du probléfRe existe et il est donné par :

S|

91(s9) si s% € (D U D3)\T,

= Umaz g 0) 192 (s9) 4.12)
\/La s1 sV er.

u
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Proposition 4.4 Sia > 1/(upmaz)?, 0na:
- Sis € (D2 U D3)\T', la trajectoire optimale touche la cible par le cain= (a, b).

- Sis? € T, latrajectoire optimale touche la cible en un point qui ési&a I'intérieur
du segmenfs; = a} x {0 < sy < b}.

Preuve. D’aprés la proposition (4.3), s € (D, U D3)\T', le contréle optimal du pro-

0
bléme(R) estdonné pai = umam%. Ce contrdle correspond a une trajectoire

optimale qui touche la cible par le coin.

2
Sisel,a> ﬁ (1 + gff%g) , alors on a de fagon équivalente :
max 91(87

1 0
— < Umaz (-)gl(sl) o
Va g1(sY) + g2(s9)
Comme )
52 = _(umam - ﬁ)fZ(SQ)a
alors

_ 32 Umax g2 (5(2))
fa(s2) = g1(s)) + g2(s9)
En intégrant par rapportiaentre 0 efl’, on obtient par changement de variable :

0

52 ds Umazgd2 (58)

> T. (4.13)
/52(T) fa(s) 7 g1(s9) + g2(s9)

Or la trajectoire touche la cible par I'aXe; = a} au temps

T = ag(s}) > — (1 ; 92(83’) g () =

91(5(1))
Les inégalités (4.13) et (4.14) impliquent :

(91(s9) + g2(s3)) . (4.14)

max

2 ds %2 ds
/SZ(T) fa(s) - b fa(s)
Et par suite
s2(T) < b.
O

La figure (3) présente des trajectoires optimales qui pades’ € I' et qui arrivent
a l'intérieur du segmenfs; = 0.1} x {0 < sy < 0.1} et une trajectoire optimale qui
part des” € (D2 U D3)\TI et qui arrive sur le coin de la ciblé = [0,0.1] x [0,0.1].
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Figure 3. Exemples de trajectoires optimales qui partent de s° € D> U D3

Remarque 4.3 En conclusion, siv est assez petit, le temps final est le temps minimal
obtenu dans la section 3. Mais, quandest assez grand, en partant d’'une condition
initiale s° € T', 'énergie est minimale mais la trajectoire met plus de tequr atteindre

la cible. En revanche, pow® ¢ T, I'énergie de 'oxygéne dépensé est plus grande et le
temps est minimal.

Ainsi, quand le co(t lié a I'oxygénation est relativemenpartant (par rapport au codt

lié au temps), il peut arriver que la stratégie optimale naimise pas le temps. Dans ce
cas, la concentration finale de I'un des substrats) sera inférieure au seuil de tolérance.

N 1 . . .
Remarque 4.4 Dans le cas oy = ﬁ les résultats de la section 4.2 coincident
umaz
avec ceux de 4.3.

5. Conclusion

Dans ce travail, on s’intéresse au contrdle d’un bioproséd@entiel discontinu pour
le traitement de la pollution dans les eaux usées. On a daendsith schéma réactionnel
faisant intervenir deux réactions distinctes. L'une dedmsx réactions est supposée étre
aérobie tandis que l'autre est anoxique. On s’est intérsg¥Fobléme de contrble opti-
mal ou la variable de controle est la concentration en oxgghssous.

Dans un premier temps, on a étudié un probléme de contrdlerepst minimal. On a
prouvé qu'il existe soit une unique trajectoire optimaleit sine infinité de trajectoires
optimales selon la valeur de la condition initiale des cotredions des deux substrats
dans le réacteur.

Ensuite, on a étudié un autre probleme de contrdle optimadh danction colt est un
compromis entre le temps de réaction et I'énergie liée adta@n. On a montré que si la
proportion de I'énergie considérée est assez fe(iblg 1/(umaz)2), il existe une unique

Arima



Commande optimale d’un bioréacteur 51

trajectoire optimale. On a un résultat analogue si on conespar minimiser d’abord le
temps ainsi que proposé dans la premiére partie du traviail’pnergie. En revanche, si
la proportion de I'énergie considérée est assez impor(ame 1/(umw)2), la stratégie
du cas précédent n’est plus optimale. Dans ce cas, on a nmritréxiste une unique
trajectoire optimale qui dépend de la condition initiales @encentrations en substrats.
Dans la suite des travaux, on compte s’intéresser a un mpteeroche de la réalité
en incorporant un substrat limitant supplémentaire afinédeudre le probléme pour un
systeme impliquant a la fois des composés azotés et de larmatganique carbonée.

A notre connaissance, c'est une des premiéres modélisabiorsont explicités les in-
fluences opposés de I'oxygene sur les deux réactions biplegi a ce stade, nous sommes
conscients qu'il s'agit d’une approche simplificatrice.Usccomptons développer ulté-
rieurement I'étude d’'une prise en compte plus fine, par exemp considérant que le
contrdle n’est plus I'oxygéne mais sa dérivée, ce qui es mdaliste.
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