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RESUME. Larticle se consacre & la localisation de valeurs propres pour une grande matrice creuse, a
priori non symétrique, dans un domaine du plan complexe. Il combine deux notions déja étudiées. La
premiére précise I'effet de perturbations sur la matrice par la définition de e-spectre ou pseudospectre.
La deuxiéeme consiste a dénombrer les valeurs propres entourées par une courbe a priori donnée
dans le plan complexe. A partir de travaux antérieurs, on combine ici les deux approches avec I'objectif
de mettre en commun les factorisations LU de la résolvante nécessaire aux deux approches et d’en
diminuer le nombre. Les codes obtenus sont parallélisés.

ABSTRACT. This article deals with the localization of eigenvalues of a large sparse and not neces-
sarily symmetric matrix in a domain of the complex plane. It combines two studies carried out earlier.
The first work deals with the effect of applying small perturbations on a matrix, and referred to as
g-spectrum or pseudospectrum. The second study describes a procedure for counting the number
of eigenvalues of a matrix in a region of the complex plain surrounded by a closed curve. The two
methods are combined in order to share the LU factorization of the resolvent, that intervenes in the
two methods, so as to reduce the cost. The codes obtained are parallelized.
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1. Sensibilité aux perturbations des valeurs propres d’une
matrice

La localisation de valeurs propres pour une grande matrice creuse dans un domaine
du plan complexe est une tache délicate, spécialement lorsque la matrice n’est pas sy-
métrique. En effet, pour une matrice symétrique A et pour toute matrice symétrique de
perturbation A, on est assuré que pour toute valeur propre A de A, il existe une valeur
propre A de A + A telle que

A=Al <IA]l.
ou la norme matricielle considérée est la norme L,, comme elle 1’est dans tout I’article.
Par contre si la matrice A n’est plus supposée symétrique, la variation des valeurs propres
dépend de la proximité d’une matrice non diagonalisable dans le voisinage de A puisque
la perturbation d’un bloc de Jordan de dimension k éclate les valeurs propres en fonction
de la racine k-ieme de la perturbation.

En effet si A = XJX ! est la forme de Jordan et m la dimension du plus grand bloc

de Jordan pour A € A(A) spectre de A, alors pour A il existe 1 € A(A +A) tel que [10]
pp-174: 3
A=A

(1+A= AL+ A=A

Afin de prendre en compte I’effet de perturbations sur la matrice, la notion de €-spectre
ou pseudo-spectre d’une matrice A € C**" a été définie indépendamment mais simulta-
nément par Godunov [3] et Trefethen [11].

Soit A € C™", et € > 0. L’ e—spectre d’une matrice A est défini par :

1/m

7w < (XX AN

Ae(A) = {z€C:3A e C™" avec ||A|| < € et z est une valeur propre de A + A}[1]
1

= fzeC:la-0)> 1) 2)

= {z€C:0omn(A—2l) <e}. [3]

oll Gyin(A — zI) est la plus petite valeur singuliere de (A — z/). Construire un €-spectre
d’une matrice A consiste donc a déterminer une courbe de niveau (I') de la fonction

7€QCC — Oomn(A—2),
ot Q est la région en considération dans C.

On peut aussi développer une approche alternative : étant donnée une courbe (I') dans
le plan complexe, il s’agit de compter le nombre de valeurs propres de A entourées par
(T). Cela revient a évaluer I’intégrale

1 d
— [ —1 1 —A)dz.
2i77:/rdz ogdet(z )dz

Ce probleme a été étudié dans [1], [2], [9] ou plusieurs méthodes d’intégration étaient
proposées. Plus récemment, dans [5] le contr6le du pas d’intégration a fait I’objet d’une
étude fine. L’ objectif est maintenant de combiner les deux approches pour la localisation
et le dénombrement de valeurs propres d’une matrice A.

Il existe deux types d’approche pour la construction d’un pseudo-spectre : la méthode
de maillage uniforme et les méthodes de suivi de contour. Dans cet article nous utiliserons
une méthode de suivi de contour appelée méthode PAT.
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2. La méthode de suivi de contour a I'aide de triangles :
Méthode PAT

Cette méthode est présentée dans [6, 7]. On construit une séquence de triangles équi-
latéraux adjacents qui recouvrent le contour. On détermine un point du contour par bis-
section de chaque coté du triangle qui intersecte le contour (voir la figure 1)
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Figure 1. PAT : Exemple de suivi de contour par des triangles équilatéraux.

2.1. Définition du maillage

La définition d’un maillage adapté a la ligne de niveau repose sur la recherche de

deux points; 1'un z;, intérieur (bord compris) et 1’autre z,, extérieur au pseudo spectre
Ae(A) = {2 € C|Omin (zI — A) < €} tels que |z, — z;| = T, out T désigne la résolution du
maillage.
Ces deux points sont dits €-séparés et permettent de générer un maillage triangulaire
S(zi,ze) ot Ty = {S0,0,51,0,50,1} constitue le premier triangle. Un moyen pour trouver
z; et z, consiste a partir d’une estimation zy d’une valeur propre proche d’un point de
référence z,.r et a construire la suite

Zkr1 =20+ 2kzel® pour un angle 6 donné.

Etant donnés un point intérieur z; et un point extérieur z., le réseau uniforme . de tri-
angles équilatéraux

S(zivze) = {Su = zi+k (ze —2) +1 (ze —z)e'3, (k1) € Z%}

définit un maillage uniforme de points vérifiant : Sy ;11 — Sk;| = [Skt1, — Skg| = 7, ol
T = |z; — 2|, pour tout (k,) € Z?. Cette grille permet de définir deux classes de triangles
Tia = {Sk1>Skt1,0,Sk+1} €t Ty = {Sk15Sk+1,0,Sks1,-1} qui sont liées par les rotations
R(Sk, %) et R'(Sk;,—%) (voir la figure 2).

ARIMA, CRI'2013



Localisation de valeurs propres 27

S
a5l |+1‘ ] k,I+1
o T
| Skl S|<+1,|
25+ ~
Tkl
oL
-1,
S|<+1,|-1
1.5F
L L k L L k+]-\ L k+2
1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figure 2. PAT : Le réseau des triangles équilatéraux.
2.2. Construction d’une orbite

Soit Q(z;,z.) ’ensemble des triangles équilatéraux défini & partir d’un point intérieur
z; et d’un point extérieur z, ; soit &, la partie de €(z;,z.) constituée des triangles qui ont
au moins deux sommets €-séparés ; &y est un ensemble fini. Pour chaque triangle 7' € 0},
il n’y a qu’un sommet qui soit seul de sa catégorie(point intérieur ou point extérieur). Ce
point est appelé le pivot de T et est noté p(T'). On définit alors la bijection F de I’ensemble
Oy, dans lui-méme par

F(T)=2%(p(T),0) T,

ot 6 = % si p(T) est intérieur, ou @ = —%, sinon

et ot #(z, 0) est la rotation de centre z € C et d’angle 6.
La transformation F est illustrée par la figure 3.

En partant d’un triangle quelconque Ty € &, on peut construire la F —orbite de Ty :
O(Ty) = {Ty = FX(Ty),k € Z} C O}..

Puisque tous les triangles construits intersectent la ligne de niveau, 1’ensemble est si-
tué dans une partie bornée du plan complexe. Il s’en suit qu’il existe un entier n tel que
F"(T) =T et par conséquent la suite (7} )ez, est périodique ; comme nous utilisons des
coordonnées entieres pour identifier les points Sy, le test F"(T) = T pourra étre implé-
menté de maniere stire. Comme la somme des angles des rotations construisant une orbite
doit étre nulle & 27 pres, le nombre de triangles distincts d’une orbite est toujours pair.

2.3. Lalgorithme PAT

L’algorithme est décrit dans 1’algorithme 1 et la méthode PAT est définie en trois
étapes :

ETAPE I : construction du triangle initial. Choisir zp point intérieur. Cela est réalisé

en calculant une valeur propre de la matrice A dans le voisinage d’une valeur de ré-
férence z,.¢ fournie par I’ utilsateur. A partir des parametres T > 0 et 0, on construit
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Figure 3. PAT : La transformation F.

Algorithm 1 PAT : suivi d’une ligne de niveau dA¢(A) a I’aide de triangles.

Require: A € C"™", € >0, T > 0 la taille des mailles du réseau, 6 I’inclinaison du réseau, 7o un
point intérieur (Gyin (A — z0l) < €).

Ensure: Un triangle initial Ty = (z;,2¢,7') € 0L, son orbite O(Tp), une ligne polygonale de N
sommets (N = card(O(Tp))) inscrite dans le bord dA¢(A) du pseudo-spectre Ag(A).

1: h=rte® ; Z=1z0+h; Iy = 0;{Recherche d’un point extérieur}
2: while Onin (A - Z()I) <eg,
3: L=L+1;h=2h;Z=2z0+h;
4: end while
5: zi =20; 2¢e =Z; {ETAPE I : Construction du triangle initial }
6: dok=1:1,
70 2= (ze+2z)/2;
8: ifopin(A—zl) < ¢, then
9: i =2
10: else
11: Ze =2
12: end if
13: end
14: 7 = Z[+T€i(9+ﬂ/3)) Ty = (the’zl);

—
[6)]

T =F(Ty);i=1;.9 ={[z,z], [Z,p(T1)]}; {ETAPE II : Construction d’une F —orbite}

16: while T; # Ty,

170 Ty =F(T)si=i+1;

18:  Choisir le nouveau coté de 7; qui intersecte dAg (A) et I'insérer dans la liste .# ;
19: end while

{ETAPE III : Construction de la ligne polygonale inscrite dans dAg(A) }
20: doall € .¥,
21:  Extraire z; € dA¢(A) N1 par bissections itérées ;
22: end
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alors un point Z du réseau, extérieur a A¢(A) sur la droite z = zo + kte'®, point qui
existe car limy,| ;. Omin (zI — A) = oo. Pour cela, on recherche pour k = 1,2,---, le

premier point z; = zo + 2X7e’® qui soit extérieur. Puisque ce point est sommet dans
le réseau .7, par bissection successive de I’intervalle [z;—1,z¢], on en déduit, par
ajustement, un intervalle de longueur de cOté T qui intersecte le bord dA¢(A) de
Ag(A) et on construit un triangle équilatéral sur ce segment.

ETAPE II : construction de ’orbite. La fonction F est successivement appliquée jus-
qu’ala fermeture de I’ orbite. Le test d’égalité de triangles est siir puisqu’il est fondé
sur un test d’entiers.

ETAPE III : construction de points de la ligne de niveau. Extraction par bissection.
Cette étape peut étre omise si on ne recherche qu’une ligne polygonale contenant
le pseudo-spectre (voir section 4).

Le nombre minimum de triangles dans une orbite est de 6. Ceci correspond a la situa-
tion ou le pivot est le méme pour tous les triangles de I’ orbite et par conséquent les angles
de toutes les rotations sont égaux a /3. Une telle orbite correspond souvent & une valeur
de 7 qui est grande par rapport a la longueur de dA¢(A).

Proposition 1 Supposons que I’algorithme 1 détermine une orbite O(Ty) qui contienne
N triangles et que N > 6. Soit { la longueur de la courbe dA¢(A) et N la précision pour
la détermination des points du contour. La complexité du calcul est définie par le nombre
Ne de points o1t 5(z) = Omin(A — 2I) est calculé. Ce nombre est tel que

N < (N-l-l)[log%] etN:0<§> .

Pour calculer la valeur singuliere minimale de B = zI — A, on choisit la méthode de
Lanczos pour calculer la valeur propre maximale de la matrice augmentée

0 B!
B™* 0

grice a une factorisation LU de la matrice B.

Quand la matrice A et le point zg sont réels avec une inclinaison 0 nulle du réseau,
alors I’ orbite admet comme axe de symétrie 1’axe des réels. Dans ce cas, on peut arréter la
détermination de 1’orbite dés que le nouvel intervalle intégrant la liste .# est réel. Ce cas
réduit de moitié le travail nécessaire a la construction de I’orbite et de la ligne polygonale
recherchée.

3. La méthode EIGENCNT

Soit une matrice A € C**" et une ligne polygonale I" ne contenant pas de valeur propre
de A. Alors le nombre de valeurs propres de A qui appartiennent au domaine de frontiere
I' est donné par la formule de Cauchy

_1 e
N]"— ﬂfrde

ol f(z) = det(zl — A) est le polyndme caractéristique de A. Pour calculer effectivement
cette intégrale par morceaux, on considere une discrétisation I' = Uf\lz _01 [zi,7i+1] de laligne
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polygonale ol [z;,7;41] dénote un segment de la ligne de niveau avec pour extrémité z; et
Zi+1- Soit z et z+ h deux points de (I'). Puisque

(z+h)I—-A = (d—A)+h]
= (d —A)I+hR(z)),

ot R(z) = (zI —A)~!, on peut écrire
flz+h) = f(z) det(I + hR(2)). [4]

En posant @, (k) = det( + hR(z)), on a

/:” L g~ tog(f(z+1) ~log(£(2)

f(2)
I flz+h)
- 1g< @ )
= log(®;(h))
= log|®;(h)| + iarg(P.(h)).

Le déterminant est obtenu a partir de la factorisation LU de la matrice (z/ —A) et seule
la partie imaginaire est utile. Une méthode robuste et paralléle de calcul de déterminant
de grandes matrices creuses est proposée dans [4].

3.1. Contréle du pas d’intégration

Afin d’intégrer de maniere siire, (c’est-a-dire de ne pas perdre de valeurs propres pen-
dant I’intégration), il est nécessaire d’introduire un contrdle de pas. Dans [5], on montre
que la condition

|A1‘g(CI)Z(S))| < T, \V/S € [Oah]a [5]

ou Arg représente I’argument principal, est appelée Condition (A) et qu’elle est néces-
saire et suffisante ; elle est équivalente a :

D,(s) ¢ (—o0,0], Vs € [0,h].

Une condition plus restrictive que la Condition (A) mais suffisante est définie par :

|P.(s)— 1| < 1, Vs€[0,h]; [6]

elle sera appelée Condition (B). Si elle n’est satisfaite qu’en z + £, elle se réduit a :
|®:(h) —1] <1, [7]
et sera appelée Condition (B’) ; cette condition est celle utilisée dans [1]. S’il est clair que
Condition (B) implique Condition (A) il n’en est pas le cas pour Condition (B’). Comme

il serait difficile de vérifier la Condition (B), on utilise une approximation linéaire donnée

par :
@, (u) = 1 +ud(0)

d’ou la Condition (C) suivante :

6] |@L(0)] < 1. [8]
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PL(0) = di (det(I +uR(z))|

u u=0
avec R(z) = (A —zI) . Lorsque ®.(0) ~ 0, I’approximation linéaire n’est pas valable et
D,(8) #1468 DL(0).

Pour garantir un bon pas d’intégration, on impose que la Condition (C) soit satisfaite aux
deux extrémités de I’intervalle :

6] < min (|@(0)], |®L, 5 (0)])-

Les trois conditions sont logiquement reliées comme suit :

(A) Condition nécessaire et suffisante
f
(B) Condition suffisante
(©) Approximation de la condition suffisante

Pour que la Condition C soit satisfaite & chaque morceau, il sera nécessaire d’ajouter
des points intermédiaires supplémentaires. Plus précisément : si Condition (C) est violée,
on insere M points uniformément répartis entre z and z+ /4 ou

M = min ([|] |€.(0)]], Minax) , 91

et Mnax €tant un parametre pré-défini. Lorsque la Condition (B’) est violée et 1a Condi-
tion (C) satisfaite, on insere le point z+ i/2.

3.2. Calcul de la dérivée

Pour le calcul de dérivée, a partir d’un simple calcul polynomial, on peut montrer que :

@(0) = |4 (detll +uR() [10]
u u=0
= trace(R(z)). [11]

La factorisation P(A —zI)Q = LU est déja faite pour le calcul du det(/ + 0 R(z)). Cepen-
dant le coiit du calcul de la trace(R(z)) est tres élevé puisqu’il nécessite de résoudre n
systemes linéaires ; en effet, puisque trace(R(z)) = Y/, R(z)i ol

R@i =] (d=A)e; [12]
il faut résoudre les systemes linéaires suivants :
(zZl —A)x; =e;, pouri=1,---n. [13]

Nous proposons deux méthodes pour estimer la dérivée a moindre coit : par taux d’ac-
croissement et par estimation stochastique.
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3.2.1. Estimation de la dérivée par taux d’accroissement

Dans [5] on envisage d’approcher la dérivée par taux d’accroissement. Nous choisis-
sons ici

d : :
75 @l +OR@))| |~ ==,

ol s = O(\/€[z]) ; on exploitera la structure creuse de la matrice lors de sa factorisation
LU. Etant donnés z et z+ A, la dérivée de P, au point O est estimée par :

D, (s)—1
D(0) = Ce(9) =1 ,
s
ol s = ah avec & = min(107%u/|h|, 1), and i = maxer |z|. Ainsi, une deuxieéme facto-
risation LU est nécessaire pour le calcul de @, (s).

3.2.2. Estimation de la dérivée par méthode stochastique

Cette approche consiste a trouver un estimateur de la trace en diminuant le nombre
de systemes linéaires a résoudre. On choisit de facon aléatoire, N indices entre 1 et n,

la moyenne arithmétique de la trace obtenue avec les N indices est supposée approcher
trace(R(z))

—, ce qui nous amene a écrire :

YR@Ou=% Y R@u [14]
l:lN,jl

€1..N

Dimensionnement de 1’échantillon

Pour estimer le nombre de systemes linéaires a résoudre afin d’avoir une approximation
de la trace de la résolvante avec au moins un chiffre significatif, nous choisissons un point
zx de la ligne de niveau et nous approchons la trace pour différentes valeurs de N. Pour
chaque valeur de N, nous effectuons 10 tirages et nous calculons la moyenne des erreurs,
I’erreur maximale est également mentionnée pour illustrer le pire des cas.

La figure 4 présente les résultats obtenus pour la matrice ADD32 de taille n = 4960 et la
matrice CRY 10000 de taille n = 10000. Sur cette figure, nous pouvons remarquer qu’avec
N =400 nous avons une bonne approximation de la trace pour la matrice ADD32 de taille
n = 4960 alors que pour la matrice CRY 10000 de taille » = 10000, il faut résoudre N =
1000 pour étre siir de toujours avoir une bonne approximation de la trace de la résolvante.

3.3. Lalgorithme EIGENCNT

La méthode EIGENCNT est décrite dans 1’algorithme 2. A partir d’une liste de points
Z, ’algorithme inclut de nouveaux points selon que la Condition (C) ou la Condition
(B’) est satisfaite ou pas. La complexité de 1’algorithme dépend du nombre de détermi-
nants a calculer et du nombre de systémes linéaires a résoudre. Pour chaque point z € Z, on
calcule det(z/ — A) et ®.(0) qui nécessite soit un nouveau calcul de déterminant lorsque
I’on estime la dérivée par le taux d’accroissement soit la résolution de N systémes linaires
avec N < n, lorsque I’on utilise la méthode stochastique.
Lorsque I’estimation de la dérivée se fait avec le taux d’accroissement, si en sortie, la liste
Z contient N, points, alors la complexité de 1’algorithme peut s’exprimer sous la forme :

Cgeig = 2CKLUNZ )

ol 67y est le nombre d’opérations pour la factorisation LU complexe de (zI — A).
Lorsque I’estimation de la dérivée est stochastique, pour chaque point z € Z, on calcule
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add32 (n=4960; zk=0.10198+0.000105i) ¢ry10000 (n=10000; zk=2.04-0.98i)
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Figure 4. Estimation du nombre de systéemes nécessaires pour approximer la trace.

det(zl —A), avec la méme factorisation LU nous résolvons N systemes linéaires pour es-
timer ®’(0) ; avec N, points en sortie, la complexité de I’algorithme peut alors s’ exprimer
sous la forme :

<get’g = <gLU]VZ + CgsolveNa

ol Gyove est le nombre d’opérations pour la résolution du systeme (zI —A)x; = ¢; (c’est &
dire une descente-remontée des systémes triangulaires), pour un indice i donné.

4. La combinaison des deux méthodes et leur parallélisation

4.1. Combinaison des méthodes PAT et EIGENCNT

On combine maintenant les deux procédures PAT et EIGENCNT : deux approches
sont possibles.

4.1.1. Premiére approche
L algorithme PAT détermine une liste de points Z de la courbe de niveau (I'g). A

chaque point z € Z, det(A — zI) = sign(P)sign(Q)det(U),06(z) = Omin(A —zI) sont calcu-
16s, ot P(A —zI)Q = LU est la factorisation LU. Le calcule de Omin(A — zI) se fait par

Lanczos sur N
0 UL~
MZ - ( L—* U—:k 0 ) )

puisque Oin (A — zI) = Omin (LU ). On fait appel 8 EIGENCNT en lui envoyant la liste des
points.

4.1.2. Seconde approche

L’algorithme PAT construit plutdt une liste de triangles qui recouvrent la courbe I,
sans interpolation pour obtenir des points la courbe I'. On peut se servir de 1’algorithme 3.
A partir des noeuds des triangles de la liste, on déduit deux listes de points : Z;,; de points
intérieurs et Z,,, de points extérieurs. On fait appel a EIGENCNT en lui envoyant la liste
Z.xt- Nous utilisons ici la seconde approche.

4.1.3. Méthode combinée

Les grandes étapes du calcul sont :
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Algorithm 2 EIGENCNT : Algorithme de dénombrement de valeurs propres dans un
domaine du plan entouré par (I').

Require: ENTREES : Z={noeudsde (")}, Mps = nombre maximum de points autoris€s,
Mmax = nombre maximum de points a insérer simultanément,
SORTIES : neg = nombre de valeurs propres entourées par (I') ;

1: Statut(2)=-1;
2: while Statut(Z)# 0 et longueur(Z) < M,
3: do z € Z tel que Statut(z)==-1,
4 calcul det(zI — A) et D.(0) ;
5: Statut(z) = 1;
6: end
7:  do z € Z tel que Statut(z)=1,
8 if Condition (C) non satisfaite au point z, then
9: Générer M points Z comme dans (9) ;
10: Z=7ZUZ; Statut(Z)=-1;
11: else if Condition (B’) non satisfaite au point z + /4 ; then
12: Z=ZU{z+h/2}; Statut(z + h/2)=-1;
13: else
14: Statut(z)=0;
15: end if
16:  end
17:  if pas de nouveaux points a insérer dans Z ; then
18: do z€Z,
19: if Condition (C) est non satisfaite anormalement ; then
20: Z=7ZU{z—h/2}; Statut(z — h/2)=-1;
21: end if
22: end
23: end if

24: end while
25: Integral = Y o Arg(®,(0)) ; neg = round(Integral/ 27) ;

Algorithm 3 TRIANGLESET : Algorithme de construction de liste de triangles recou-
vrant .
Require: ENTREES : ¢, 7 et Zj tel que s(Zp) < €
Ensure: construire Ty € 77, triangle initial ;
1: dok >0,
Tiv1 = F(Ti);
if Tk+1 = T(), then
L=k;
break ;
end if
end

Noeagahrod
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— Choisir la résolution 7 > 0 et I’inclinaison 6 du maillage triangulaire et définir un
point de référence z,.y € C autour duquel on recherche des valeurs propres. Calculer une
valeur propre zq voisine de z,. ¢ par it€ration inverse ou autre méthode plus rapide.

— Par PAT, construire une liste de triangles a partir de zo et Te® (étapes I et II de
PAT). En déduire la ligne polygonale Z,,; des sommets extérieurs de la liste des triangles
de I’ orbite. Pour tout sommet z, les nombres Gyin (2 —A) et det(zI — A) sont donc calculés.
Ces deux quantités complexes sont obtenues a partir de la méme factorisation LU de la
matrice (zI —A).

— A T'aide de EIGENCNT, calculer le nombre de valeurs propres entourées par la
ligne polygonale trouvée précédemment. Cette étape rajoutera des points sur les segments
de la ligne polygonale si la longueur est trop grande pour une intégration stire. Chaque
nouveau point entraine une ou deux factorisations LU de la résolvante.

4.1.4. Résultats Numériques

Les tests sont conduits sur des matrices issues soit de Matrix Market [14] soit de la
collection de Tim Davis[15]. Les résultats sont rassemblés dans le tableau 1. Pour chaque
exécution en plus de la matrice, on doit spécifier un point de référence zref, une taille
du maillage 7 , un niveau de la ligne de niveau a détecter 1 et le nombre N; de systémes
linéaires a résoudre pour calculer la dérivée ®.(0) en un point z. Le programme nous re-
tourne le nombre nvp de valeurs propres entourées par la ligne polygonale formée par les
points extérieurs de chaque triangle de la chaine des triangles construite, le nombre n7T de
triangles constituant la chaine et le nombre nintv d’intervalles obtenu a la fin de I’intégra-
tion. Les tests numériques ont été menés sur une machine équipée de deux processeurs,

Name n Zref T n nvp Ns nT nintv
GRCARIO0 | 100 | 1.7+1.1i [ 10T 10| 100 | 10 | 344 | 2109
FS-680-1 680 7x10° 100 | 10° 6 10 | 646 | 2763
ADD20 2395 | 0.1+0.1i | 107> [ 107* | 43 100 | 496 251
CRY2500 | 2500 | 1.5+1.7i | 1077 [ 103 | 569 | 100 | 170 | 13199
UTM3060 | 3060 | -1.5+12i [ 10T [ 103 | 4 100 6 3083
MHD4800B | 4800 i 107* 1 107° | 1230 | 100 | 1370 | 29630
ADD32 4960 | 0.140.1i | 105 [ 107 | 89 100 | 408 1240
UTM5940 | 5940 | 1.5+41.2i | 1072 | 107° 1 100 6 926
CRY10000 | 10000 | 1.5+¢1.7i | 10°T | 1073 | 652 | 1000 | 312 | 31552
BCSSTK17 | 10974 1+ 10°T ] 107 | 518 [ 1000 | 6 5656
BCSSTM25 | 15439 | 0.1+0.1i | 103 | 102 | 6 1000 | 150 706
BCSSTM25 | 15439 | 0.1+0.1i | 103 [ 10T | 30 | 1000 | 1950 | 3477
E40R5000 | 17281 1+42i 10-Tf 0% 2 1000 | 6 2090
AF23560 | 23560 i 10°T [ 107 1 1000 | 6 731
BCSSTK31 | 35588 [ 0.1+0.1i | 1077 [ 10°° | 2318 | 1000 | 6 15606
FINANS12 | 74752 | 2+25i [ 10771 [ 1073 | 611 | 1000 | 238 | 26884

Tableau 1. Nombre de valeurs propres localisées pour différentes matrices en différentes
régions

chacun ayant 6 cceurs et 24 GB de mémoire ; chaque cceur a un cache L1 de 32 KB et
un cache L2 de 256 KB ; les 6 cceurs d’un processeur partagent un cache L3 de 12 MB ;
chaque cceur est un Intel(R) Xeon(R) de 3.47 GHZ de vitesse d’horloge ; 1a machine est
équipée d’un systeéme d’exploitation Red had 4.6.2-1; du compilateur gcc 4.6.2 ; le code
est écrit en C et compilé avec pour flag -g -w -O3 ; le solveur UMFPACK est utilisé pour
la factorisation LU de matrice creuses et la résolution des systémes linéaires.
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4.2. Parallélisation

Le probleme de suivi de ligne de niveaux offre par sa nature méme une possibilité
de parallélisation. Il suffit de démarer la construction de I’orbite dans six directions; ce
qui constitue six taches de calcul indépendantes. On n’attend pas la fin de la construction
de I’ orbite pour commencer I’intégration ; deés que 1’on a deux points extérieurs, ce qui
constitue un segment de la ligne de niveau, I’on peut immédiatement procéder a la gé-
nération de nouveaux points en testant les conditions. Ces nouveaux points donnent lieu
a des taches de calcul indépendantes : calculs de déterminants et de dérivées. Ainsi, un
modele de calcul de type client-serveur est considéré : un processus serveur, dit Maitre,
est utilisé pour générer un ensemble de tiches de calcul et plusieurs processus clients,
dit Travailleurs sont utilisés pour effectuer les calculs. Lorsqu’un Travailleur termine sa
tache, il rend le résultat au Maitre qui lui communique une nouvelle tiche de calcul. Cet
ordonnancement dynamique des taches optimise 1’équilibrage des charges entre les pro-
cesseurs.

4.2.1. Modele architecturale

L’architecture de mise en ceuvre de notre modele est présentée dans la figure 5; on'y
distingue deux principales tiches de calculs : la tAche compute_chain() qui, étant donné
un point intérieur z;, une résolution du maillage 7 et une inclinaison 8, progresse dans la
direction 0 a la recherche de z, tels que Gin(zel —A), puis construit un premier triangle
et une orbite située dans la direction 6. La deuxiéme tiche est compure_det(z) et consiste
au calcul du déterminant et a 1’estimation de la dérivée au point z.

MAITRE

Envoi d'une tache a
un travailleur libre

|
1
i
1
i
File d’attente de '
taches . i
Analyse du résultat et génération T m
de nouvelles tiches __raval eur p

00 00 00000 |

SEEOE Liste des points utiles
pour I’ intégration

\_
\
1
«
F 3
.

/\  Compute_chain)
. Compute_det(z)

@ s detizi 0'0)

Figure 5. :Modele de calcul paralléle
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4.2.2. Le Maitre

Pour maximiser I’efficacité, le processus Maitre doit générer le maximum possible de
taches pour occuper les Travailleurs.
Au démarrage, le Maitre génere six tiches compute_chain(). Ces tiches sont envoyées
aux Travailleurs et le Maitre passe dans un état d’attente de messages.
A la réception d’un message, le Maitre analyse les données regues, si elles proviennent
d’une tiche compute_chain(), le Maitre teste les conditions, génére de nouveaux points
Zx puis pour chaque point z; généré, crée une tiche compure_det(z;). Ces tiches sont
rangées dans une file d’attente puis servies aux Travailleurs au fur et a mesure qu’ils se
liberent. Si les données proviennent d’une tAiche compute_det(z;), le Maitre les rangent
et attribue une autre tache au Travailleur.

4.2.3. Le Travailleur

Le Travailleur est un processus simple qui répond aux requétes du processus Maitre.
11 offre aux processus Maitre les services suivants :
compute_chain() : étant donné 7 une taille du maillage, 17 un niveau de la ligne a détec-
ter et d, une direction, construire 1’orbite dans la direction d en retournant chaque point
extérieur au Maitre. Cette tiche nécessite pour chaque sommet du triangle, le calcul d’un
Omin. Lorsqu’il s’agit d’un point extérieur z; (dont a retourner au Maitre), il faut en plus
du calcul de o, calculer CI>;k (0) en résolvant N systémes linéaires lorsque I’on utilise
I’estimation stochastique pour la dérivée ; cette résolution utilise la méme factorisation
LU effectué pour le calcul de ;.
compute_det(z;) : étant donné un point z;, calculer det(z/ — A) et @, (0). Cette tache

nécessite une factorisation LU pour le calcul du déterminant de (z; — A). Lorsque I’esti-
mation de la dérivée est stochastique, il faut résoudre N systemes linéaires pour le calcul
de <I>;k (0) alors que lorsque I’estimation de la dérivée utilise le taux d’accroissement, il
faut effectuer une nouvelle factorisation LU en un point voisin de zj

Chacun de ces services nécessite un acces a la matrice. Pour cela cette matrice est diffu-
sée aux différents Travailleurs au démarrage de 1’application. Dans le cas des matrices de
tres grande taille, un processeur physique risque de manquer de ressources mémoire pour
assurer le service. En plus la complexité de ces services augmente considérablement car
le calcul de valeurs singulieres, de déterminants et de dérivées devient tres long. Un se-
cond niveau de parallélisme peut étre introduit si les nceuds de calcul utilisés ont plusieurs
ceeurs, ceci en exploitant soit 1a méthode décrite dans [4] lorsque la dérivée est approchée
par taux d’accroissement soit la résolution parallele des systemes linéaires.

4.3. Résultats Numériques

Nous avons implémenté notre algorithme sur la grille de calcul igrida du centre
de recherche INRIA de Rennes et particulierement sur le cluster 1ambda qui est équipé
de 11 nceuds de calculs. Chaque nceud possede 2 x 6 CPU de modele Westmere—EP
et de référence Intel (R) Xeon (R) CPU E5645 @ 2.40GHz, ainsi que 48GB de
RAM, les nceuds sont reliés entre eux grace a un réseau infiniband de 1GB/s. Les
nceuds de calculs sont équipés du systeme Debian version 6.0.8, de openmpi 1.6.
Le code est écrit en C et compilé avec pour flag —~g -w —-03; le solveur UMFPACK
[12, 13] est utilisé pour la factorisation LU de matrices creuses et la résolution des sys-
temes linéaires. Les calculs sont effectués en arithmétique complexe double précision et
la bibliotheque MPI[16, 17] assure la connexion entre le Maitre et les Travailleurs.
L’algorithme parallele est exécuté sur plusieurs matrices ; dans un premier exemple nous
illustrons sur la figure 6 la construction de la chaine de triangles en démarrant dans 6
directions ; dans I’exemple 2, nous illustrons le fait que les processus lancés dans ces 6
directions peuvent découvrir plusieurs composantes du pseudo spectre ; ceci est illustré
par la figure 7. Les figures 8 et 9 montrent I’accélération et I’efficacité de 1’algorithme
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parallele sur trois matrices.

4.3.1. Premier cas test du programme paralléle

Le premier cas test concerne la matrice BCSSTM25 qui est issue d’un probleme gé-
néralisé de valeurs propres. Cette matrice est tirée de la collection de Harwell-Boeing de
Matrix Market[ 14] sa taille est n = 15439, sa norme 2 vaut 7 x 108 et son conditionnement
6.1 x 10°, pour un point de référence Zref = 0.140.17 une taille de maillage 7 = 1073 et

un niveau de ligne n = 1072 La figure 6 présente une orbite de 150 triangles, la ligne
polygonale obtenue en considérant les points extérieurs des triangles contient 6 valeurs
propres et le nombre d’intervalles a la fin de I’intégration est 494.

besstm25 (N=15439; zref=0.1+0.1i; tau=10"; eta=10?)
RHOHBCIMIBORH oMM

0.008 -
0.006 -
0.004 -

0.002-

-0.002 [~
-0.004 -
-0.006 [~

-0.008 [~

I L
0.105 011 0.115

Figure 6. : Ligne de niveau construite pour la matrice BcSSTM25 (les étoiles rouge repré-
sentent les points nécessaires a l'intégration)

4.3.2. Deuxiéme cas test du programme paralléele

Nous illustrons dans ce cas test la découverte de plusieurs composantes du pseudo-
spectre lorsque I’on démarre la construction dans 6 directions la matrice considérée est FS-
680-1, une matrice issue de 1’étude d’un probléme de radiations chimiques elle est éga-
lement tirée de la collection Harwell-Boeing da Matrix Market[14], sa taille est n = 680,
sa norme 2 vaut 7.2 x 10'3 et son conditionnement 2.1 x 10, pour un point de référence
Zref = 7 % 10° une taille de maillage T = 10° et un niveau de ligne n = 10°.

Deux composantes du pseudo spectre sont construites :

— une premiere orbite de 646 triangles dont I’intégration sur les points externes donne
6 valeurs propres pour un nombre total de points insérés égale a 2677 ;

—une deuxieme de 1250 triangles dont I’intégration sur les points extérieurs donne
488 valeurs propres avec un nombre de points égale a 12893.

La figure 7 présente ces résultats.
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x 10’ fs-680-1 (n=680; zref=7e9; tau=10 5: eta:105)
151

0.5r-

——_OC=0

-0.5 -

2

L5 I I I I I I I I
7.715 7.72 7.725 7.73 7.735 7.74 7.745 7.75

x10°

Figure 7. : Ligne de niveau construite pour la matrice Fs-680-1

4.3.3. Autres cas test

Pour illustrer le gain obtenu en parallélisant 1’ algorithme combiné, nous avons effectué
des tests avec des matrices dont les caractéristiques sont décrites dans le tableau 2. Les

Matrice Origine Type n nZ
E40R5000 | modélisation d’écoulement réelle non symétrique 17281 | 553956
CHEVRON1 modélisation sismique complexe non hermitienne | 37365 | 330633
CIRCUIT4 modélisation électrique réelle non symétrique 80209 | 307604

Tableau 2. Caractéristiques de quelques matrices tests.

zones d’intérét (z-e f), larésolution du maillage (7), le niveau de la ligne (1), le nombre de
triangles, le nombre de sommets de la ligne polygonale et le nombre de valeurs propres
encerclées sont présentés dans le tableau 3. Le tableau 4 présente les temps de calcul,
I’accélération et I’efficacité pour les matrices test du tableau 2. De ces données, il ressort
que, au dessus de 7 processeurs (84 cceurs), on commence a perdre en accélération et
efficacité ; ceci est di non seulement aux tranches incompletes mais également au temps
de communication qui augmente avec le nombre de processeurs(coeurs).

Les courbes de la figure 8 et 9 illustrent I’accélération et 1’efficacité obtenue pour les
matrices du tableau 2 en fonction du nombre de processeurs employés de 1 a 10. Chaque
processeur a 12 ceeurs et les calculs sont effectués sur des coeurs.
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Figure 8. Accélération premiére série de tests par rapport a 120 coeurs
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Figure 9. Efficacité premiére série de tests
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Matrice Zref T n Lignes | Triangles Sommets Valeurs P
e40r5000 | 1.7+ 1.1i | 0.1 | 107° 1 6 1516 2
Chevronl | —0.039 [ 10°% ] 10°* 1 48 1377 2

Circuit4 0 104|107 2 122(278) | 11243(78463) | 128(11507)

Tableau 3. Nombre de valeurs propres par zone d’intérét.
5. Conclusion

Dans cet article, nous avons développé un algorithme parallele en combinant deux
approches : PAT qui construit une orbite de triangles équilatéraux en suivant une ligne
de niveau 1 et la méthode EIGENCNT, qui compte le nombre de valeurs propres en-
tourées par une ligne polygonale a priori donnée dans le plan complexe. Cet algorithme
réduit le nombre de factorisations LU en exploitant les factorisations LU obtenues lors
du calcul de o;,;, pour calculer la dérivée. L' utilisation d’un modele Client-Serveur pour
I’implémentation de cet algorithme permet d’optimiser 1’équilibrage de charges entre les
différents processeurs d’un réseau de machines, ainsi que de réduire la complexité des
données échangées. Les communications sont réduites a un échange de messages courts,
constitués de quelques nombres complexes entre le Maitre et les Travailleurs permettant
d’utiliser des machines géographiquement éloignées.

Les bonnes performances de cet algorithme nous permettent de dénombrer les valeurs
propres de grandes matrices dans une région du plan complexe en construisant des lignes
polygonales faisant intervenir un nombre de factorisation LU trés important pour plus de
valeurs propres a dénombrer.

Malgré le fait que cet algorithme permette une localisation robuste de valeurs propres de
matrice dans le plan complexe, un deuxieme niveau de parallélisme doit étre considéré
pour paralléliser le calcul de déterminant et/ou d’une dérivée et méme de G, Cela serait
possible en considérant des matrices bloc-diagonales comme dans [4].
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