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RESUME. Nous analysons, dans ce travalil, 'effet de 'hydrolyse sur le comportement du processus
de digestion anaérobie et sur la production du biogas (méthane et hydrogéne). Nous considérons
deux modélisations possibles de I'hydrolyse. Nous supposons, dans un premier temps, que I'hy-
drolyse se fait d’'une maniére purement enzymatique puis nous faisons intervenir un compartiment
microbien hydrolytique dans le modele. Les modéles considérés font intervenir I'inhibition de la crois-
sance des bactéries acétogenes (respectivement méthanogénes hydrogénotrophes) par I'hydrogéne
(respectivement, par I'acétate). Pour analyser 'effet de ces inhibitions, en présence de I'étape d’hy-
drolyse, nous faisons, dans un premier temps, I'étude d’'un modéle sans inhibition. Nous déterminons
les équilibres des modeles étudiés et nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour
leur stabilité. Les régions d’existence et de stabilité des équilibres sont illustrées par des diagrammes
opératoires. Nous montrons que la modélisation de la phase d’hydrolyse par une activité enzymatique
constante affecte la production du méthane et de I'hydrogéne. En outre, I'introduction du comparti-
ment microbien hydrolytique fait apparaitre de nouveaux équilibres et affecte les régions de stabilité.
Nous prouvons que le taux maximal de méthane et d’hydrogéne produit est atteint en un équilibre
stable.

ABSTRACT. We investigate, in this work, the effects of hydrolysis on the behavior of the anaero-
bic digestion process and the production of biogas (namely, the methane and the hydrogen). Two
modelisations of the hydrolysis process are involved. We consider, first, that the microbial enzymatic
activity is constant, then we take into consideration an explicit hydrolytic microbial compartiment for
the substrate biodegradation. The considered models include the inhibition of acetoclastic and hy-
drogenotrophic methanogens. To examine the effects of these inhibitions in presence of a hydrolysis
step, we first study an inhibition-free model. We determine the steady states and give sufficient and
necessary conditions for their stability. The existence and stability of the steady states are illustrated
by operating diagrams. We prove that modelling the hydrolysis phase by a constant enzymatic activity
affects the production of methane and hydrogen. Furthermore, introducing the hydrolytic microbial
compartment makes appear new steady states and affects the stability regions. We prove that the
maximal rate production of methane and hydrogen is reached in one stable steady-state.
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1. Introduction

La digestion anaérobie (D.A.) est un processus naturel au cours duquel la matiere
organique se transforme en biogaz dans un milieu sans oxygene. Elle est utilisée pour le
traitement des eaux usées et des déchets organiques solides pour la production de méthane
ou d’hydrogene. La digestion anaérobie peut-&tre décrite synthétiquement comme un pro-
cessus comprenant quatre grandes étapes : I’hydrolyse, ’acidogenese, I’acétogenese, et la
méthanogenese hydrogénétrophe et acétoclastique. Au cours de la premiere étape, les
molécules organiques complexes (Xg) sont décomposées en substrat simple (.S). Pendant
I’acidogenese, les bactéries acidogenes (Xg) convertissent le substrat (S) en acide acé-
tique (A), acide gras volatile (V) et alcool, hydrogéne (H) et dioxyde de carbone. Ensuite,
I’acide gras volatile et les alcools sont consommés par les bactéries acétogenes (Xy ) et
ils sont convertis en acide acétique (A) ainsi qu’en dioxyde de carbone et hydrogene (H).
Dans la phase finale, les bactéries méthanogenes acétoclastes (X 4) convertissent 1’acide
acétique (A) en méthane et en dioxyde de carbone, tandis que les bactéries méthanogenes
hydrogénotrophes (X ) convertissent I’hydrogene (H) et le dioxyde de carbone en mé-
thane, voir Figure 1.

[ Matiére organique : Xo]

1- Hydrolyse

B. hydrolytiques

[ Substrat simple : 8 ]

2- Acidogénése

B. acidogénes X g

AGV: V

B. acétogénes Xy

o Méthanogénése
B.1

B. méthanogé éth &
acétoclastes Xp )( CH4 +* (;02 ]«hy:lmgéno:mphes Xy

Figure 1. Les étapes de la digestion anaérobie

La majorité des études faites sur les modeles de digestion anérobie s’intéressent aux
trois principales phases : 1’acidogenese, 1’acétogenese et la méthanogenese. Néanmoins,
il a été prouvé que 1’activité des bactéries hydrolytiques, durant 1’étape d’hydrolyse, peut
affecter I’ensemble du systeme, voir [7], [10]. Cette étape permet la dégradation des sub-
strats sous forme solide (matiere organique) en substrats sous forme soluble (substrat
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simple). Ce processus d’hydrolyse peut-&tre modélisé de manieres différentes :
— on peut considérer que I’hydrolyse se fait d’une maniere purement enzymatique.

— ou on tient compte des bactéries qui dégradent la matieére organique pour produire
du substrat simple, le modele est alors dit avec compartiment microbien hydrolytique.

L’étude d’un modele de digestion anaérobie a trois étapes incluant une phase d’hydro-
lyse a été faite dans [2]. Il a été démontré que le systéme peut avoir des comportements
qualitatifs tres différents, selon la modélisation de I’hydrolyse considérée et qu’il peut
présenter, selon les conditions initiales, de la bistabilité ou de la quadri-stabilité.

Nous nous intéressons aux modeles décrits dans [11] ou trois des quatre étapes princi-
pales de digestion anaérobie, I’acidogenese, I’acétogenese et la méthanogenese, sont dé-
crites par un systeme d’équations différentielles, modélisant I’interaction des populations
microbiennes dans un chemostat. Les micro-organismes consomment et/ou produisent des
substrats simples, des alcools et des acides gras, de I’acide acétique et de I’hydrogene. Les
bactéries acétogenes et méthanogenes hydrogénotrophes interagissent par une relation de
syntrophie. Le modele comprend également I’inhibition des bactéries méthanogenes acé-
toclastes et hydrogénotrophes. La premiere étape de digestion anaérobie qui est 1’étape
d’hydrolyse n’est pas modélisée dans [11]. Nous nous proposons d’ajouter cette étape
d’hydrolyse et d’étudier les systemes résultants. Nous déterminons les équilibres et nous
étudions leur stabilité. Nous nous intéressons également au taux de biogas produit. Les
modeles que nous nous proposons d’étudier s’écrivent sous la forme :

déio - D(XOin - XO) —To

G = D(Sin —S) = 9s(8)Xs + koro

4Xs = (gs(S) — D)Xs

% =-DV +’Ys1)gS(S>XS - igV(‘/v H)XV
G = (gv(V.H) - D)Xy M

A = DA+ 74095(8)Xs + Yoagy (V, H) Xy — Lga(A)Xa

D4 = (ga(A) — D)X

4L = —DH + 7ar95(5) X5 + vongv (V, H) Xv — =gu(H, A) Xg

43 = (9u(H, A) — D)X .

Xoin est la concentration du substrat solide (lentement biodégradable) a 1’entrée du
chémostat. rg est la vitesse de réaction de I’hydrolyse qui dépend des variables d’état
selon la modélisation considérée. .S;,, est la concentration du substrat soluble (rapidement
biodégradable) a I’entrée du chémostat et D est le taux de dilution. cg, ¢, ¢, ¢j, sont les
coefficients de rendement des bactéries et Vsy, Ysa»> Vsh» Yva> Yoh SONt des rapports entre
le rendement du produit et le rendement de la biomasse. gs(.), ga(.), gv (.,.) et gu(.,.)
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sont les taux de croissance spécifiques. Nous supposons dans toute la suite qu’ils sont de
classe C*.

Plusieurs facteurs sont susceptibles d’inhiber cette croissance. Dans le modele (1), les
inhibitions suivantes seront intégrées :

— I’inhibition des bactéries acétogénes par un exces d’hydrogeéne dans le systeme.

— I’inhibition des bactéries méthanogenes hydrogénotrophes par des concentrations
élevées de I’acide acétique A

— la croissance des bactéries méthanogenes acétoclastes n’a lieu que pour certaines
concentrations de I’acide acétique A.

L’objectif de ce travail est d’étudier, dans un premier temps, 1’effet de 1’hydrolyse sur
les propriétés d’un modele sans inhibition, puis d’un modele tenant compte des inhibi-
tions. L’hydrolyse est modélisée des deux manieres décrites précédemment. Hormis la
détermination des équilibres et I’analyse de la stabilité, nous nous proposons de déter-
miner laquelle des voies métaboliques du processus de la digestion anaérobie permet de
maximiser les taux de biogas (méthane et hydrogene) produits, dans des modeles incluant
I’étape d’hydrolyse. L’ optimisation du biogaz a été considérée en particulier dans [12]
et plus récemment dans [1], pour des modeles a deux ou a trois étapes. Dans ce travail,
I’étude combine et étend les résultats obtenus dans [2] pour un modele a deux étapes et
ceux de [11], qui ne tient pas compte de 1’étape de I’hydrolyse.

Cet article est organisé comme suit. Dans la section 2, nous analysons le modele (1)
ou I’hydrolyse est considérée comme une phase purement enzymatique. La vitesse de
la réaction est donnée par ro(t) = kpyaXo(t), ol kpyq est une constante et X, est la
concentration du substrat lentement biodégradable. Pour étudier I’effet de I’inhibition en
présence de la phase d’hydrolyse, nous considérons, dans la section 2.1, le modele (1)
sans tenir compte des inhibitions décrites précédemment. Nous déterminons les équilibres
du systeme et nous étudions leur stabilité globale. Ces résultats sont illustrés par des dia-
grammes opératoires qui décrivent les régions d’existence et de stabilité des équilibres, en
fonction des parametres de contrdle D, S;,, et Xo;,,. Nous nous intéressons également aux
taux maximaux du méthane et de I’hydrogeéne produits. Ce taux est exprimé en fonction
de la dilution D, pour des valeurs des concentrations X, et S;, fixés dans un intervalle
de valeurs donné. Dans la section 2.2, les inhibitions sont intégrées dans le modele. L’ ana-
lyse des équilibres est effectuée. Les régions de stabilité des équilibres sont illustrées par
des diagrammes opératoires et les taux de méthane et d’hydrogene produits sont déter-
minés. Dans la section 3, nous étudions le modele (1) en considérant un compartiment
microbien hydrolytique pour modéliser la phase d’hydrolyse. La vitesse de réaction est
alors 7o(t) = go(Xo(t))Xs(t), avec go(.) est le taux de croissance microbienne spéci-
fique de Xg sur Xy. L’étude du sous-modele composé des trois premieres équations du
modele (1) montre I’existence d’au maximum trois équilibres, ce qui donne naissance au
maximum dix-sept équilibres du systeme complet (1). Vu la complexité de I’étude dans
ce cas, nous nous limitons au cas sans inhibition. L’existence et la stabilité des équilibres
sont discutées et les résultats obtenus sont illustrés par des diagrammes opératoires dans
le plan (D, S;,,). Nous montrons que la production maximale du méthane et de I’hydro-
gene varie suivant les concentrations des substrats lentement et rapidement biodégradable
a l’entrée.
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2. Lanalyse du modele avec hydrolyse enzymatique

On considere, ici, le modele (1) avec rg = kpyqXo. Nous commengons par étudier
le modele sans effet d’inhibition. Cela veut dire que la fonction de croissance gy ne
dépend donc pas de H, que gy ne dépend pas de A et que g4 est une fonction croissante
en A. Nous généralisons, ensuite, notre étude au cas de I’inhibition par 1’acétate et par

2.1. Le modele sans inhibition

Dans ce cas, on pose gy (V) = gy (V,0) et gy (H) = g (H, 0) et on suppose que :

(H1) gs(0) = 0 et gs(.) est croissante sur 0, +00[.

= 0 et gy (.) est croissante sur |0, +oo.

0) =0et ga(.) est croissante sur ]0, +o0[.

(H4) g (0) = 0et gp(.) est croissante sur |0, +00].

Pour ! = S,V, A et H, on note )\; la solution de I’équation g;(\;) = D, si elle existe
= 400, sinon.
Notons que, d’apres le principe de la conservation de la matiere, on a

1+78U+73a+’73h, < —

S

C’est a dire que la quantité de .S dégradée est supérieure ou égale a la somme des quantités
de Xg qui s’est développée etde V, A et H produites. De la méme maniére, on a 1+~,,+
%h\c—,1< Let1g L

Nous commengons par ‘montrer le résultat suivant :

Proposition 2.1. Pour des valeurs initiales positives, les solutions du systeme (1) restent
positives et bornées, pour tout t > 0.

Preuve : On peut montrer par des arguments standards la positivité des solutions de
(1), voir par exemple [2]. Pour démontrer que toutes les solutions de (1) sont bornées, on

kOXO+S+ XS+V+ XV _’YSUXS+A+ XA_’YvaXV VsaXS

+H+ L o XH — %hXV VshXs-
2

En dérivant Z, on montre que Z' = D(S; — Z), avec S}, = koXoin + Sin. On pose
alors V = Z — S . En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient V' (¢) = V(0)e~P?,
pour tout £ > 0. Par conséquent,

Z(t) =S} +(Z(0) — SiH)e P!, pour tout t >0

et on en déduit que

Z(t) < max(Z(0), ko Xoin + Sin), pour tout t > 0.

Comme Z == kOXO + S+ (i — Ysv — Vsa *’Ysh)XS + V+ (c%, — Yva — ’Yvh)XV +A+
éXA +H+ cihXH. D’apres la remarque précédente, on a Ci — Yoo — Ysa — Vsh > 0

— Ywr > 0. Par suite, on peut conclure que les solutions de (1) sont bornées,

= 0.
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2.1.1. Existence et stabilité des équilibres

La premiere équation du modele (1) peut étre découplée du reste du systeme. En effet,
I’évolution de la variable X est indépendante de 1’évolution des autres variables. L’ étude
de la premiere équation du modele (1) montre qu’a I’équilibre, X, converge globalement
vers Xg = %WXOM > 0.

De méme, 1’évolution du couple (S, Xg) est indépendante de I’évolution des variables
V, A et H. A I’équilibre de X, la deuxieme et la troisitme équation de (1) peuvent
étre découplées des équations suivantes, elles se réduisent aux équations d’un chémo-
stat simple. On peut en déduire que si S}, = S;, + W%X{{ < g alors (S7,,0) est
le seul équilibre dans [0, +00[x [0, +00]. Il est globalement asymptotiquement stable. Si
Sk, > Ag alors ’équilibre (Ag, X%) existe dans ]0, +00[x]0, +o0[. Il est globalement
asymptotiquement stable et 1’équilibre (S}, 0) est instable, voir [9].

D’apres ce qui précede, on peut déduire que le systeme (1) possede neuf équilibres
donnés dans la Proposition 2.2.

Proposition 2.2. Sous les hypotheses (H1)-(H4), le systeme (1) posséde neuf points
d’équilibre décrits dans le tableau 1.

[Equilibre [ Xo [ 5 [Xs | V [Xv ][ 4 ] Xa | H [ Xu |
E X5 [S,] 0 0 0 0 0 0 0
Eo Xl as | X5 | VO] 0 | A© 0 HO® 0
En X5 | xs [ X5 VO] 0 [ A® 0 Mg | en(HO

—Am)

Ea Xo | ds [ X5 VO T 0 [ xa | ca(A@ =24) | H® 0
Ean Xo | 2as [ X5 VO T 0 [ xa [ AP =20) | Ax | cn(H®
—AH)

Ev Xl ds | X&5 ] 2w | Xy | A 0 H 0
EVH XS )\s ng AV X{‘/ Z 0 )\H Ch(ﬁ
—AH)

Eva X5 As | X§ Av X AA CQ(Z—)\A) H 0
FE. X5 As X3 Av X AA Ca(Z—AA) AH Ch(ﬁ
—Am)

Tableau 1. Les équilibres du modéle (1) sans inhibition, dans le cas ot ro = kryaXo

avec

* D * kﬂklzyd
° Xo - (D+khyd )XOin, Si” - (DJrkhyd )XOi" + Sins

o X5 =cy(Sh, — As), Xir = c, (VO — Ay,
hd K(O) = ’YSUXE’ ’ A(O) i’}/san ’ H(O) = 'YStha
¢ A=AO 44, X3, H=HO + 3, X3

Notons qu’en ajoutant I’étape d’hydrolyse enzymatique dans le modele étudié dans

[11], une nouvelle composante X5 apparait dans les composantes de chaque équilibre
<1 . . kokh. .

et le substrat a ’entrée S;,, devient plus grand S}, = ( Di;};’:d )Xoin + Sin. Ainsi, la

concentration des bactéries acidogénes X § augmente quand .S;, augmente. De méme,

pour les bactéries Xy, X4 et Xy et les concentrations de V, A et H. La condition de
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persistance de X g pour le modele sans hydrolyse est S;,, > Ag et pour le modele avec

hydrolyse est S}, > Ag, avec S}, = (

k() khyd
D+knya

) Xoin + Sin > Sin. Xs se trouve donc

wm

favorisé par 1’ajout du terme d’hydrolyse, puisque recevant davantage de substrat.
En appliquant la méme technique que [11, Lemme 3.1], on peut déduire un résultat de
stabilité globale des équilibres du systeme (1) . Les conditions d’existence et de stabilité
globale des équilibres du systeme (1) sont résumées dans la proposition suivante :

Proposition 2.3. Sous les hypothéses (H1) - (H4), les conditions d’existence et de stabi-
lité des équilibres du systeme (1) sont données par :

| L’équilibre “ Conditions d’existence [ Conditions de stabilité globale ‘

E; toujours Si, < As

Eo St > As AD < x4, HY < 2g

et VO < Ay

Ey H® > Ay A© < g et v < Ay
Ea A >y HO <2pget VD <)y
Eam A > Ny et HY > Ay VO <y

Ev VO Sy A<daetH< g
Evi V(O)>)\V 6tﬁ>AH Z</\A
Eva V(O>>)\v etZ>AA F<>\H

E. VO S Ay, A>Aaet H> Mg Lorsqu’il existe

Tableau 2. Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres du systeme (1) sans
inhibition, dans le cas ot ro = knyaXo.

La preuve de la proposition 2.3 et des propositions suivantes sont données dans 1’an-

nexe.

2.1.2. Diagrammes opératoires

Les diagrammes opératoires décrivent, dans le plan, les régions de stabilité des équi-
libres selon les parametres de contrdle D, S;, et Xo;,. Dans un premier temps, Xo;,
est fixé et le comportement du systeéme (1) est décrit dans le plan (D, S;,,). Ensuite, nous
fixons la valeur de .S;,, et nous tragons les diagrammes opératoires dans le plan (D, Xo,,).

2.1.2.1 Diagrammes opératoires dans le plan (D, S;,,)

Nous tragons les diagrammes opératoires dans le plan (D, S;,,) pour des valeurs diffé-
rentes de la concentration X;,, du substrat solide a I’entrée. Ces diagrammes sont obtenus
en prenant des fonctions de croissance de type Monod :

- mll
o k‘l+l7

g1 (1) avec |=S,V,A H.

Les valeurs des parametres m; et k;, [ = S, V, A, H, sont celles du tableau Al de [11]. Ces
fonctions vérifient les hypothéses (H1) — (H4). Les régions Ry, - - - , R5 sont définies
dans la proposition 2.4 et correspondent, respectivement, aux régions d’existence et de
stabilité des équilibres E;, Ey, B, Eap et E,.
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La figure 2 représente les diagrammes opératoires dans le plan (D, S;,,) pour Xq;p, =
0 et Xo;, = 1. Pour Xg;,, = 0, on obtient le méme diagramme opératoire de [11] (voir

Figure 4 de [11]).

X0in=1

X0in=0
’ \

R3

i | R3

3 C 5
D

Figure 2. Diagramme opératoire, dans le plan (D, S;»), a gauche pour X, = 0, a droite

pour Xom =1.
Notons pour I = S, V, A et H, les solutions respectives \; des équations g;(A\;) = D

Elles sont données par :

Dk, Dk, Dk, Dk,
MmNV - M m—p M T LD

Elles sont définies pour 0 < D < min(mg, My, Mg, Mp).
Définissons les fonctions F', Kp, K 4 et Ky par:
)\H )\A
F(D) = As———X; , Ka(D)= et Ky (D) =
( ) s D + khyd ’Yshcs A( ) ’}/sacs V( )

Av

VsvCs

Nous nous plagons dans le cas ou :

v (V) < ga(A) < gu(H) < ga(AD) < gg(HD) < g5(S;,). 3)

Ces conditions sont vérifiées par le jeu de parametres choisi dans [11], voir tableau Al.
Si I’'inégalité (3) est vérifiée, on peut montrer en utilisant la proposition 2.3 que :

Proposition 2.4. Le plan (D, S;,,) est divisé en cing régions décrites dans le tableau 3 :



Modéles mathématiques de digestion anaérobie : effet de I'hydrolyse sur la production du biogaz 33

‘ Condition H Région H El ‘ E() ‘ EH ‘ EA ‘ EAH ‘ EV ‘ EVH ‘ EVA ‘ E* ‘
Sin < F(D) R GAS
Sin > F(D)
et Sin < K (D) + F(D) Ro I | GAS
Sin > K (D) + F(D)
et Sin, < Ka(D) + F(D) R3 I I | GAS
Sin > Ka(D) + F(D)
et Sin, < Ky (D) 4 F(D) R4 I I I I | GAS
Sin > Kv (D) + F(D) Rs I I i I i I I I | GAS

Tableau 3. Existence et stabilité des équilibres du systéme (1) sans inhibition, dans le cas
oury = knyaXo, selon (D, Sin)

L’abréviation GAS (resp. 1) signifie que I’équilibre correspondant est globalement
asymptotiquement stable (resp. instable). L'absence de lettres signifie que I’équilibre
n’existe pas.

En augmentant la valeur du substrat solide X;,, on peut remarquer que la taille
des régions de stabilité s’agrandit. Par suite, en ajoutant 1’étape d’hydrolyse, les régions
de stabilité des équilibres dans le plan (D, S;,) augmentent de taille en fonction de la
concentration X;,, du substrat solide a I’entrée. D’apres la Figure 2 a droite, quand la
concentration du substrat solide X;,, devient plus grande et que le taux de dilution D est
faible (région R5) alors pour n’importe quelle valeur de substrat soluble S;;,, le systeéme
converge vers 1’équilibre de coexistence E*. Par contre, si le taux de dilution D est im-
portant (région R;), le systeme converge vers 1’équilibre de lessivage E.

Les équilibres E 4, By, Ey i et Ey 4 sont instables, dans ce cas.

2.1.2.2 Diagrammes opératoires dans le plan (D, Xy;,)

Nous tragons le diagramme opératoire dans le plan (D, Xo;,) pour différentes va-
leurs de S;;,. La Figure 3 présente les diagrammes opératoires dans le plan (D, Xo;,,)
pour S;, = O et S;, = 1. Les régions Jp, - - - , J5 sont définies dans la proposition 2.5
et correspondent, respectivement, aux régions d’existence et de stabilité des équilibres
E,Ey, Eg, Eag et E,.

Sin=0 Sin=1

33

15 2 2 3 0 05 1 15 2 25

D D
Figure 3. Diagrammes opératoires dans le plan (D, Xo.»), & gauche pour S;,, = 0, a droite
pour S;, = 1.
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La aussi, la taille des régions de stabilité des équilibres augmente avec la concentration
Sin. Si S;y est élevée et D est faible (région J5) alors le systéme converge vers 1’équilibre
de coexistence E*. Si le taux de dilution D est important (région J;), le systeéme converge
vers 1’équilibre de lessivage Ej.

Nous définissons les fonctions :

(As = Sin)(D + khya) _ Aa(D + knya)

G(D) = , Lg(D)= ,
(D) kokhyd #(D) YshCskokhyd
Aa(D + knya) Av (D + knya)
La(D)="—"——">% et Ly(D)= yd)
A( ) 'Ysac.sk()khyd ¢ V( ) ’Ys'ucskokhyd

Si I’inégalité (3)est vérifiée, on peut montrer, en utilisant la proposition 2.3, le résultat
suivant :

Proposition 2.5. Le plan (D, Xy;,) est divisé en cing régions décrites dans le tableau 4 :

l Condition [Région | Bt [ Eo | En | Ea| Eau [ Ev | Eve | Eva | E. |

Xoin < G(D) J1 GAS
Xoin > G(D),

et Xoin < Ly (D) + G(D) Ja I GAS

Xoin > Lu (D) + G(D),

et Xoin < LA(D) + G(D) J3 I I GAS

Xoin > La(D) + G(D),

et Xoin < Lv (D) + G(D) Ja I I I 1 | GAS

Xoin > Lv(D) + G(D) Js I I I I I I I 1 | GAS

Tableau 4. Existence et stabilité des équilibres du systeme (1)sans inhibition, dans le cas
oury = knyaXo, selon (D, Xom).

2.1.3. Taux de biogaz produit

A partir de ’analyse des équilibres du modele, nous déterminons le taux du méthane
et de I’hydrogene produits en chaque équilibre et nous identifions la voie qui donne une
production maximale.

2.1.3.1 Taux de méthane produit
Le taux de méthane produit, en un équilibre F, est donné par la formule suivante :

QCH4 = algA(AlA:A* )XA\XA:XZ + aQQH(HlH:H* )XHIXH:X’;{

avec qp = % etag = lzﬁ

Remarquons que d’apres le schéma réactionnel de la Figure 1, le méthane C H, est
produit par les bactéries acétogenes X 4 ou par les bactéries méthanogenes hydrogéno-
trophes Xg. Pour avoir un maximum de méthane produit, il faut choisir X4 # 0 et
Xy # 0. Les équilibres ou les concentrations des biomasses X 4 et Xz sont non nulles
sont . et E4p. Donc, le taux de méthane produit peut étre maximal soit a 1’équilibre
E 4p ou a’équilibre positif F,.
On peut vérifier ce résultat en calculant le taux de méthane produit, pour chaque équilibre,
voir le tableau 5.
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Equilibre || Qon,
Ey, Ey et By 0

EH agchD(H(O) *)\H)

Ea a1ca D(A® — X y4)

Ean a1¢a D(A® — X\ 4) + aoc, D(H® — Apr)
FEvy OzzChD(F — AH)

EVA a1CaD(A — >\A)

FE. alcaD(Zf)\A) +azchD(ﬁf/\H)

Tableau 5. Taux de méthane produit en chaque équilibre du modéle (1) sans inhibition,
dans le cas ot ro = knyarXo-

En effet, rappelons que A = A©) 4 ~,,¢, (VO —Ay) et H = HO 4 ¢, (VO —
Av ). Rappelons aussi que E'y existe si HO > Ay et que F 4 existe si A > X4, Sous
ces deux conditions, E 4z existe et le taux de méthane Q¢ gy, a I’équilibre E 45 est plus
grand que celui a I’équilibre E4 et a I’équilibre Er;. De méme, Ey p existe si H > \g
et VO > \y et By 4 existe si A > Ay et VO > Xy, On déduit que, si E, existe alors
le taux de méthane QQc i, a 1’équilibre E, est plus grand que celui a I’équilibre Ey 4 et a
I’équilibre Ey r7.En conclusion, on a :

—SiVO > A\, alors A > A® et H > H®, Dans ce cas, E, existe et est stable et
le taux de méthane produit est maximal a I’équilibre E..

—SiVO <« Apyalors A < AO et H < HO, Dans ce cas, E 4 existe et est stable
et le taux de méthane produit est maximal a I’équilibre E 4.

On représente, dans la Figure 4, le taux maximal du méthane produit en fonction de la
dilution D. On fait varier la valeur de la concentration du substrat sous forme particulaire
Xoin et a valeur de la concentration du substrat sous forme soluble S;,, de telle maniére a
maintenir la somme Xg;,, + S;,, constante.

as T r3.36 .y %H*
E.. \
\ -
L X0in= 0, Sin= 10-X0in —— e E
2.68

2= =~ X0in= 10, Sin= 10-X0in B!

CH,

Figure 4. La variation des taux de méthane pour S;» + Xoin = 10 : Les courbes bleues
représentent les taux de méthane a I'équilibre Ex et les courbes roses les taux de méthane
a l'équilibre E o, selon les valeurs de Xy, et de S;,.

Dans la mesure ol il existe un rendement de conversion du substrat solide en substrat
soluble, selon que la matiere organique se trouve sous 1’une ou 1’autre forme, la produc-
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tion de méthane differe, voir Figure 4. Pour une méme valeur de Xy;,, + S;y,, on produit
plus de méthane en augmentant la concentration S;,, du substrat sous forme soluble qu’en
augmentant la concentration X, du substrat sous forme particulaire.

Remarque : Si les valeurs des concentrations a I’entrée S, et Xo;,, sont plus élevées
(Xoin + Sin est supérieure a la valeur 10), alors la courbe du taux maximal du méthane
produit, en fonction de D, garde la méme concavité et le maximum s’approche de la
droite d’équation D = min(myg, m,, mg, mp). Mais, si ces concentrations sont assez
faibles alors le maximum est plus proche de I’axe des ordonnées D = 0.

2.1.3.2 Taux d’hydrogeéne produit
Le taux d’hydrogene produit est donné par la formule suivante :

Qu2 = QSQS(Sls:S* )‘XSIXS:X:*g + 0‘49‘/(‘/\\/:\/* )XV|XV:X{,
avec oz = 1205 etay = —°=.
Le tableau 6 donne le taux d’hydrogene produit en chaque équilibre.
Nous pouvons donc déduire que :

1—c,

y Equilibre I Qu, \
E; 0
Eo, En, Faet Ean asDX5
Ev, Evi, EvaetE. || asDX% + aaDe, (VO — )\y)

Tableau 6. Taux d’hydrogene produit en chaque équilibre du modeéle (1) sans inhibition,
dans le cas ot ro = knydrXo-

1) Si V(@ > )y alors le taux d’hydrogene produit par le modele sans inhibition
est maximal a I’'un des équilibres Ev, Ev g, By 4 ou E,, dés qu’il existe et est stable.

-Si A < Mg et H < Ay alors le taux d’hydrogéne est maximal en Ey .

-Si H > Ay et A < \4 alors le taux d’hydrogéne est maximal en Ey 5.

-Si A > M4 et H < \p alors le taux d’hydrogéne est maximal en Ey 4.

-Si A > My et H > M\ alors le taux d’hydrogéne est maximal en F,.

2) Si V) < Ay alors le taux maximal d’hydrogeéne produit est donné par Ey, Fy,

EA ou EAH .

-Si AO < A4, HO < Ay et S5, > Ag alors le taux d’hydrogéne est maximal en
Ey.

-Si A® < Xy et HO > )\ alors le taux d’hydrogene est maximal en ;.

-Si H® < Ay et A® > X4 alors le taux d’hydrogene est maximal en F 4.

-Si A > Ay et H® > Xy alors le taux d’hydrogene est maximal en E 4.

Le taux maximal d’hydrogene produit est représenté, en fonction de D, dans la figure
5. Ici aussi, la production de I’hydrogene differe, selon que la matiére organique se trouve
sous forme soluble ou particulaire, voir Figure 5. En maintenant la somme Xq;,, + S;p,
constante, le taux d’hydrogeéne est d’autant plus élevé que la concentration .S;,, est plus
grande.
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‘ ©)
v« A
(0) V 4.45
Vi >y RN =

. e 10— Ed P
X0in= 0, Sin= 10 3.6 3.55
1 < X0in=10, Sin=0 -|

Figure 5. La variation du taux d’hydrogene pour Si. + Xoin = 10 : Les courbes bleues
représentent les taux d’hydrogéne dans le cas ot V®) > Ay et les courbes roses les taux
d’hydrogéne dans le cas ot V©) < Ay, selon les valeurs de X, et de Siy.

2.2. Le modele avec inhibition

Dans ce modele, on tient compte de I’inhibition de la croissance des bactéries acéto-
genes par un exces d’hydrogene dans le systeme et de celle des bactéries méthanogenes
hydrogénotrophes et acétoclastes par I’acétate. On suppose alors que :

(H5) I;ourtoutV > 0etH > 0,gv(0,H) = 0,gv(V,0) > 0, %(V,H) > 0,
%(V,H)<Oetng_1FmgV(V,H):0.

(H6) 1;our tout H > Oet A > 0, gu(0,A) = 0, gy (H,0) > 0, L= (H, A) > 0,
FUL(H,A) < Oet Hl_l)n’_li_och(H, A) =0.

(H7) ga(0) = 0, il existe Ayqp > 0 tel que g4 (A) > 0, pour 0 < A < Apqy et
g4 (A) <0,pour A > A,y et N liHJlr ga(A) =0.
—r 400

Soient Ay (H) et Air(A) les solutions respectives des équations gy (Ay (H), H) = D et
gr(Ar(A), A) = D. On note aussi par Ay, i = 1,2 les solutions de 1’équation g4 (A4) =
D, quand elles existent, avec )\}4 < /\124.
2.2.1. Existence et stabilité des équilibres

Comme dans la section 2.1, les trois premieres équations du modele (1) peuvent étre
découplées du reste du systeme. A 1’équilibre, si Xg = Qalors V = A = H = 0. Par
suite, Xy = X4 = Xy = 0,8 = S, = (r]jikéffd ) Xoin + Sin et Xg = X7 =
(57— ) Xoin-

D+Epya
Mais, si Xg > 0 alors Xg = X§, S = §* := Aget Xg = X§ := (S}, — As). En
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remplagant les variables X, S et X g par leurs valeurs a 1’équilibre dans les six dernicres

équations du systeme (1), on se ramene a 1’étude du systeme (4) :

v
dt
dXy

dt
dA

dt
dX 4
dt
i
dt
dXyg
dt

= DV —V)—Lgy(V,H)Xy

= (gv(V,H) - D)Xy

= D(AY — A) + vu9v (V. H)Xv — Lga(A)Xa

(9a(A) = D)Xa

= D(H — H) +yongv(V, H)Xv — -gu(H, A)Xp

= (9u(H,A) - D)Xy.

ot VO =, X5, A© = 4, XE et HO = 4, X3
Le sous-modele (4) n’est autre que le systeme (9) de [11]. Il admet donc douze points
d’équilibre dont deux équilibres strictement positifs, notés E1; et Eq9, voir le tableau

“)

7, (ot on a noté By = €9, By = ey, B3 = ¢4, Ey = €%, E5 = ey, Es = 4y,
E;=cey,Es =cyy,Ey =clr 4, B0 = €% 4, E11 = el et By = €2)
| Equilibre [[ V] Xv A Xa H Xu
£ v 0 A© 0 HO 0
E, v 0 A© 0 Py cn(H® — X%
Es VO 0 Ay ca(A® — 1) HO 0
E, VO 0 VA ca(A® —)2) HO 0
Es v (© 0 AL ca(A® — 1) AL en(HO — X))
Es VO 0 N ca(A® —2%) Ay cn(HO —)\%)
Er V| (VO -7 A 0 HY 0
_’Yvav _’Yvhcvv
Eg ‘7 cu(V(O) — ‘v/) Agﬁ)) . 0 E[ Ch(H\(/O) —u FI
_’Yvacvv _’Yvhcuv)
Eo V| (VO 1) Mo [ @@l - [ Y 0
_'Y'uac'uv) _’Y»UhCUV
E1o V | (VO -7V 2% ca(AY = X% HY 0
_'Y'Uacvv) _'Y'uhcvv
Fi A | e(VO 2L AL ca(AT = 2L) A cn(HY = 2})
Erg A | (VO 02 2 ca(AZ = 2%) A2, ch(H? — \%)

Tableau 7. Les équilibres du sous-modéle (4).

avec

e \) = Ay (HO) X\ = Ay (AO),
o Ny = Ag(Ny) . AL = Ay (Ny) pouri = 1,2,

0 A0 = AO) 44 e, VO HY = HO 4 vy0,VO),
o At = AS)) - %acv)\l“, JH = H‘(/O) - %hcv)\%/ pouri = 1,2,
e V est solution de I’équation implicite V = Ay (HO 4y e, (VO — V)),
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e H=HY e,V A= AY — e,V
o H = 2 (A© + 5000, (VO = Ay (H)) . V = v (H) et A = A = yac, V.

Les conditions d’existence ainsi que les conditions de stabilité locale sont données,
respectivement, dans les tableaux 8 et 9, voir [11, section 4.1], pour plus de détails.

l L’équilibre \ Conditions d’existence ‘
Ey toujours
Es HO® > 3%,
Fs A S\
o A(O) > )\?4
Es AP S AL et HO > 0L
Fs AP S22 et HO > 0
Ex QBN YA
Es VO S Ay (A\Y) et H< HY —ypne,V
Fo VO S A et 4> 2L
F1o VO A et A> A%
I VO S AL AT S A, et HY > 0L
Erz VO S22 A2 > )2 et H? > )%

Tableau 8. Conditions d’existence des équilibres du sous-modele (4).

| L'équilibre | Conditions de stabilité locale |
E, VO <20 (AD < X ou A© > X2 et HO < 2\Y
E» VO <X (\Y), (AD < XL ou A® > 22)
Es VO <2\ et HO < )
Ey toujours instable
Es v < )\%/
Es toujours instable
E~ (A< Al ou A>)NY) et H<Ag(A)
Eg A< Ay ou A> )N,
Ey H < \y
FEio toujours instable
En stable lorsqu’il existe
Fio toujours instable

Tableau 9. Conditions de stabilité locale des équilibres du sous-modele (4).
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2.2.2. Diagrammes opératoires

On suppose, dans cette section, que les fonctions de croissance avec inhibition gy (., .)
et gy (.,.) sont données par les fonctions de Beddington suivantes, [4], voir aussi [11] et
[12]: . -

Lz mhp
W = v A =
my, mp et ky, kn, sont, respectivement, les taux de croissance maximale et les constantes de demi-
saturation, pp et pq sont des facteurs d’inhibition. Ces fonctions de croissance, utilisées par les
biologistes, vérifient les hypotheses (HS) et (H6). La fonction de croissance g4 est choisie de type
Haldane :
mqA

A)y= M
94(4) ka+ A+ 4

kr est le coefficient d’inhibition de la croissance des bactéries méthanogenes acétoclastes X 4 par
I’acétate. Lorsque la valeur de kr est trés grande, la fonction de croissance microbienne ga(A) de
type Haldane se comporte comme une fonction de type Monod. Les valeurs des parametres utilisés
sont celles du tableau A1 de [11].

Les figures 6 et 7 présentent les diagrammes opératoires du systeme (1) avec inhibition. On ne
peut déterminer, dans ce cas, I’expression analytique des courbes délimitant les régions de stabilité
des équilibres puisque les seuils de rentabilité sont les zéros de fonctions implicites et ne peuvent
étre déterminés explicitement. Les diagrammes sont donc obtenus par simulation du systeme pour
plusieurs conditions initiales et les régions de stabilité sont dessinées point par point.

Pour une concentration Xo;n, = 0, les diagrammes opératoires qu’on trouve sont ceux de [11],
voir Figures 5-8.

Dans la figure 6, on prend Xo;, = 10 et on suppose que les facteurs d’inhibition p, et pp, sont nuls
et que ky prend une trés grande valeur (k; = 100). On voit alors que les régions de stabilité pour
de petites valeurs de S;,, ont la méme allure que celles trouvées pour le modele sans inhibition.
L’inhibition dans ce cas n’a pas d’effet sur le systeéme. Par contre, pour des valeurs de S;,, entre O
et 150, une nouvelle région de stabilité apparait, celle de I’équilibre de 1’extinction des bactéries
méthanogenes acétoclastes Fg. Il y a aussi apparition de régions de bistabilité : une premiere région
ou I’équilibre de Ejg et I’équilibre de coexistence E'11 sont stables (la région en bleu-ciel) et une
seconde région ou 1’équilibre E’5 (extinction des bactéries acétogenes) et E (extinction des bacté-
ries méthanogenes acétoclastes et des bactéries acétogenes ) sont stables, (la région en mauve), voir
Figure 6.

Dans la figure 7, le facteur k; est petit et les facteurs d’inhibition sont non nuls (g = pn = 1). 11
y a apparition d’une autre région de bistabilité, ou E11 et E> sont stables (la région en gris).

En augmentant, la valeur de la matiere organique sous forme particulaire, Xo;», de 1 a 10 la région
de stabilité de I’équilibre Es (la région en rose) et la région de bistabilité de Es et de E» (la région
en mauve) disparaissent. Par contre, la région de stabilité de 1’équilibre de coexistence F1 (la ré-
gion en noir) et la région de bistabilité de E1; et de F» (la région en gris) augmentent de taille, voir
Figure 7 a droite.

En augmentant la valeur de la concentration Xo;,, on remarque que les régions de stabilité, dans
le plan (D, S;»), translatent vers le bas et que la taille de certaines régions augmentent tandis que
d’autres disparaissent. Chaque région correspond soit a un seul équilibre stable soit & un cas de
bistabilité.
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o 0.5 1 15 2 25 3 0.1 02 03 04 05 06 E5 0.7 08 09

D
Figure 6. Diagramme opératoire du systéeme (1) pour Xo;, = 10, avec o = pn = 0 et
kr = 100, a droite pour 0 < S,,, < 3 et a gauche pour de grandes valeurs de S, .

En E11 Es Enn Ez2

0.1 0.1s 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05
D D

Figure 7. Diagramme opératoire du systeme (1) pour X, = 1 a gauche et Xoi», = 10 a

droite, avec o = pun, = kr =1

Cette étude montre que I’inhibition a un impact sur la stabilité des équilibres et qu’en ajoutant
I’étape d’hydrolyse, les régions de stabilité changent de taille et il y a apparition de nouvelles régions
de stabilité et de bistabilité.

2.2.3. Taux de biogaz produit pour le modéle avec inhibition

Le taux de méthane (respectivement, de 1’hydrogene) dépend des fonctions de croissance g4 et
gu (respectivement, de gs et de gv). Ils different donc du cas sans inhibition.

2.2.3.1 Taux de méthane produit

Le taux de méthane produit en un équilibre E' est donné par la formule suivante :

Qcn,(E) = algA(A\A:A* )XA‘XA:X;“ + anH(H\H:H* ) A|A:A* )XH\XH:x;I
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Le tableau 10 donne le taux de méthane produit, pour chaque équilibre du modele (1).

Equilibre H Qc H4 ‘
FEj et E7
E> oegchD(H(O) %)
E3 1Cq D(Aw) }4)
E4 a1ca (A<0) 2 )
Es a1 D(A® — \L) + aze, D(H® — \})
Esg alcaD(A(O) ) + azchD(H(O) A2 )
Es asDen(H — H — yyne,V)
Ey acha(AS)) -2 - %acuf/)
Ero a1 Do (A — X% — ypac,V)
En a1Dca (A" = A3) + aoDep, (HY — Af)
E12 acha(AQ — )\?4) —+ QQDC}L(HQ — )‘%I)

Tableau 10. Taux de méthane produit en chaque équilibre du modeéle (1) avec hydrolyse
enzymatique et inhibition, voir (5), (6) et (7).

Les seuils de rentabilité A}y, A4 sont définis, pour D < par:
1+21/

) (mafD)f\/(Dfma)QfélD?i—‘; , (ma— +\/D Ma)? — 4D ks
Aa = 2D S 2D :
kr kr
&)

)\}q, A2, /\%/ et /\%/ sont définis par :

D(kn + paXs) D(kn + paX)

Ay = A\ = D
H mp—D H mp—D pout <mmmh71—|—2\/>
D(k, ! D(k, A2 a
A, = M7 2\ = M7 pour D < min(m., mn, mi) 7)
mv—D m'u_D 1+2

Notons que si X4 = 0 alors I’acétate A s’accumule dans le milieu. Par suite, la croissance des
bactéries méthanogenes hydrogénotrophes X i sera aussi inhibée, ce qui inhibe la production du
méthane. Maintenant, si Xy = 0 alors I’hydrogéne H> s’accumule dans le milieu, ce qui inhibe la
croissance des bactéries acétogénes Xy . Par suite, la production de ’acétate A et de I’hydrogéne
H diminue, ainsi que celle du méthane.

Le taux maximal de méthane est donc atteint aux équilibres ol les biomasses X4 # 0 et X # 0,
c’est adire aux équilibres E5, Fs, F11 et F12. Comme Qcu, (Fs) > Qcu,(Fs) et Qcm, (F11) >
Qcu, (E12) alors le taux maximal du méthane produit peut étre donné soit par 1’équilibre Es, soit
par I’équilibre E;.

D’aprés le tableau 10, Si A® > max(\y, A1) et H® > max(\};, H'), le taux maximal du
méthane produit est donné par I’équilibre Es.

Dans le cas ot A' > max(\}, A®) et H' > max(\}, H®), le taux maximal du méthane pro-
duit est donné par 1’équilibre F1;.

Notons que si A© > 2\ et H® < AL alors le taux maximal du méthane produit est donné par
I’équilibre E3, puisque dans ce cas Es est instable et £'11 n’existe pas, voir Figures 8, 9 et 10.
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Pour les simulations suivantes, on prend pp = po = 1, kr = 100, ko = 1 et knya = 2. On repré-
sente dans les figures 8, 9 et 10 le taux du méthane produit, pour D < min(ms, mp, mi\?kf) On
142,/ 52

fait varier Xo;, entre O et 10 tout en maintenant la somme Xo;n + Sin = 10.

25

CHg

L
(Xl 0.2 0.3 0.4 5 5 0.7 0.8

Figure 8. La variation du taux maximal de méthane pour S;, + Xoin = 10,0 < D < 0.7,
Uh = o = 1 etkr =100

En prenant d’autres valeurs de parametres, k; = 10, up, = 1 et u, = 5, on trace le taux de
méthane produit pour Xo;n + Sin = 10, voir Figure 9.

2

Figure 9. La variation du taux maximal du méthane pour S;,, + Xoin = 10,0 < D < 0.6,
phn =1, po =5 etkr =10.

Avec ce nouveau jeu de parametres, le taux maximal de biogaz est toujours donné par ’'un des
équilibres E11 ou Es. Lorsque, les parameétres p, et/ou pj, augmentent et k; diminue, I’inhibition
augmente et on produit moins de méthane. En effet, dans la figure 9, on voit que le taux maximal
de biogaz est inférieur a celui représenté dans la figure 8.

On diminue a présent la concentration des substrats a I’entrée et on représente le taux de méthane
produit pour S, + Xoin = 5, sans changer les facteurs d’inhibition : k7 = 10, pp, = L et g = 5.

Pour X, = 0 et S;, = 5, voir Figure 10, le maximum global du taux de méthane est donné
par I’équilibre E’5. Ce résultat est analogue a celui trouvé dans [12], voir Figure 5 (c). Dans cette
figure, on note que le taux de biogaz produit est 1égerement inférieur a celui illustré dans la figure
10, puisque nous ne tenons pas compte des termes de mortalité des biomasses.

43
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E1q
X0in= 0, Sin= 5-X0in_

CH,4

L
(Xl 0.2 0.3 0.4 5 5 0.7 0.8

Figure 10. La variation du taux maximal du méthane pour Si» = 5 — Xoin, 0 < D < 0.6,
Wh = 1, Ma =5etk; =10.

En tenant compte de 1’étape d’hydrolyse et en augmentant le substrat a I’entrée Xo;n + Sin, de 5 a
10, voir Figure 10 et Figure 9, on remarque que le taux de biogaz produit est plus important dans la
figure 9 que dans la figure 10, (il peut atteindre le double). Le taux de méthane produit dépend donc
de I’étape d’hydrolyse qu’on ne peut négliger dans le processus de digestion anaérobie.

2.2.3.2 Taux d’hydrogene produit
Le taux d’hydrogéne produit est donné par la formule suivante :

Qu, = a3gS(S\S:S* )XS‘XS:XE, + Cy‘lgv(v\vzv* N [P— )XV‘XV:X;‘/

On calcule pour chaque équilibre, le taux d’hydrogene produit, voir tableau 11.

Equilibre I Qu, \
E17E27E37E4,E5 et Eg OCSDX_;
E7,Eg et Erg asDX% + asDe, (VO — V)
Ex asDX% + aaDe, (VO — V)
En asDX% + ayDe, (VO — L)
o asDX% + asDe, (VO —22)

Tableau 11. Taux d’hydrogene produit pour chaque équilibre du modéle (1) avec hydrolyse
enzymatique et inhibition.

Comme les équilibres 4 et E's sont instables des qu’ils existent, le taux maximal d’hydrogeéne
produit est donné, dans le cas ou VO «cV VO « Vet VO < AL, par I’un des équilibres E',
E», E3 ou Es. Les équilibres E7, - - - , E12 n’existent pas dans ce cas.

Danslecasou V© >V, VO <« Vet vV© < Ay, I’équilibre Eg est instable et le taux maximal
d’hydrogene produit est donné par E7 ou Eg.

Dans le cas V@ < V, V© > Vet VO < A}, le taux maximal d’hydrogene produit est donné
par I’équilibre Es.

On représente, dans la figure 11, le taux d’hydrogéne Qn, = aszDX§g, pour vO <y,
VO < Vetv® < )\%/ et Xoin + Sin = 10. Dans ce cas, les taux d’hydrogéne donnés par les
équilibres F, E9, E3 ou E5 sont égaux et correspondent au taux maximal.
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X0in= 0, Sin= 10-X0in
H v -~
2

Figure 11. La variation du taux d’hydrogéne pour V©® < V, V® <« V et V® < A, et
Sin + Xoin = 10.

3. Lanalyse d’un modele avec compartiment microbien
hydrolytique

On considere, dans un second temps, le modele (1) en supposant que 7o = go(Xo)Xs. Notons
que les trois premieres équations du modele (1) peuvent se découpler des autres équations. On
s’intéresse donc, dans un premier temps, au sous-modele :

dX
dito =  D(Xoin — Xo) — go(Xo0)Xs
ds
il D(Sin — S) — c%gs(S)Xs + kogo(Xo0)Xs 8)
dX
TtS = (9s(8) — D)Xs

On suppose que :
(H8) V0 < Xo < Xoin. 90(0) = 0, g5(Xo) > 0et g (Xo) < 0.

L’hypothese (H8) est vérifiée pour les fonctions de croissance linéaires et celles de type Monod.

3.1. Lanalyse du sous-modéle (8)

On peut vérifier facilement que les solutions du systeme (8) vérifient la propriété suivante :

Proposition 3.1. Pour des conditions initiales positives, les solutions du systeme (8) restent posi-
tives et bornées, pour tout t > 0.

Le sous-modele (8) correspond au modele (3) de [2] ou k1 = % et « = 1. Nous rappe-
lons ici les principales étapes de 1’étude. L’équilibre de lessivage ou Xs = 0 est donné par :
Fo = (Xoin, Sin, 0). Cet équilibre existe toujours. Maintenant, si Xs # 0 alors S = Ag, Xo est
I’intersection de la courbe de la fonction :
D(Xoin — Xo)

90(Xo)

et de la droite A d’équation : §(Xo) = ¢s[(Sin — As) + ko(Xoin — Xo)] et Xs = 6(Xo). La
recherche des équilibres strictement positifs revient a trouver les zéros de la fonction

((Xo) = , pour Xo € |0, Xoin[

H(X()) = C(Xo) — 5(X0), pour Xp € ]O,X()in[~

Notons que H'(Xo) = 0 si et seulement si ¢'(Xo) = —csko.
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Lemme 3.1. Sous I’hypothése (H8), ¢ s’annule pour Xo = Xoin, et est décroissante et convexe.
Le lemme 3.1 implique le résultat suivant :

Lemme 3.2. L’équation, {'(Xo) = —csko admet une unique solution 0 < Xo < Xoin si et
seulement si (' (Xoin) > —csko.
On note que :
D
Pour déterminer les équilibres strictement positifs du systeme (8), nous devons distinguer les deux
cas : le cas ot go(Xoin) < % et le cas ot go(Xoin) >

3.1.1. Lecas go(Xom) < %

¢ (Xoin) > —csko < go(Xoin) >

csko”

Dans ce cas, I'intersection entre A et le graphe de ¢ est soit vide, soit un unique point (X3, Xg)
qui correspond a I’équilibre F' = (X§,As, X5). En effet, H est décroissante sur |0, Xoin |,
H(Xoin) = —cs(Sin — Ag) et Xlim . H(Xo) = +o0c. Nous pouvons donc déduire que :

0o—>

Proposition 3.2. Sous les hypotheses (H1) et (H8), on a :

1) Si Sin > As alors il existe un unique équilibre strictement positif Fi = (Xg, As, X§)
ou X¢ est la solution de ((Xo) = 6(Xo) et X§ = 6(X{).

2) Si Sin. < As alors il n’existe pas d’équilibre strictement positif.

On peut remarquer que, lorsque S;, = Ag alors F7 coincide avec Fy.

En calculant les valeurs propres de la matrice Jacobienne en Fjy et en utilisant le critére de
Routh-Hurwitz pour 1’équilibre F7", on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 3.3. Sous les hypotheses (H1) et (H8), les conditions d’existence et de stabilité des
équilibres du systeme (8) sont données par :

| L’équilibre “ Conditions d’existence [ Conditions de stabilité locale
Fo = (Xoin, Sin, 0) existe toujours Sin < As
Ff = (X§, s, X5) Sin > As lorsqu’il existe

Tableau 12. Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres du systéeme (8), dans
le cas go(Xoin) < =2

csko "

3.1.2. Le cas go(Xoimn) >

Dans ce cas, si I'intersection de A et du graphe de ¢ n’est pas vide alors elle comporte un ou
deux points. L’équation ' (Xo) = —csko représente le cas ol A est tangente au graphe de ¢. Cette
équation admet une unique solution notée Xo. Soit X5 = ((Xo) et Fi = (Xo, As, Xs) I’équilibre
strictement positif correspondant. On note par S;,, la valeur de S;,, pour laquelle Xs = ¢(Xo).
D’oil, Sip, = (f—f + koXo 4+ As) — koXoin. On peut donc montrer le résultat suivant :

csko

Proposition 3.4. On suppose que

1) Si As < Sin alors il existe un unique équilibre strictement positif FY.

2) Si max(0, Sm) < Sin < Ag alors il existe deux équilibres strictement positifs Fy et
>

3)Si S, = Sin alors il existe un unique équilibre strictement positifF’l.

4) Si Sin < max(0, Si,) alors il n’existe pas d’équilibre strictement positif.
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En calculant les valeurs propres de la matrice Jacobienne en Fp et en utilisant le critere de
Routh-Hurwitz pour 1’équilibre F; et F7™, on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 3.5. Sous les hypotheses (H1) et (H8), les conditions d’existence et de stabilité des
équilibres du systeme (8) sont données par :

| L’équilibre H Conditions d’existence [ Conditions de stabilité locale ‘

Fy = (Xoin, Sin, 0) existe toujours Sin < As
Ff = (X5, s, X3) Sin >7max(07 Sin) ¢'(X3) < —csko
Fi* = (Xg", As, X5") || max(0, Sin) < Sin < As instable

Tableau 13. Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres du systeme (8), dans
le cas go(Xoin) > -2

csko”

3.2. Lanalyse du modele complet de la digestion anaérobie

On suppose, dans cette section, que gv (V) = gv(V,0), gu(H) = gu(H,0) et que g4 vérifie
I’hypothese (H3).
3.2.1. Lanalyse des équilibres

A partir de 1’étude du sous modele (8) et en utilisant la méthode utilisée dans la section 3.1,
nous pouvons déduire les équilibres du modele complet sans inhibition (1), avec ro = go(Xo0)Xs.

Proposition 3.6. Sous les hypotheses (H1) - (H4) et (H8), les équilibres du systeme (1) sont donnés
dans le tableau 14

Equilibre | Xo | S [ X5 | V| Xv | A ] Xa | H Xu

F, Xoin | Sin | 0 0 0 0 0 0 0

F§ Xe [ xs | X5 | vO 0 A© 0 H© 0

F} Xe | xs | X5 | vO 0 A© 0 Mg | en(HO —\pg)
F} Xe | xs | X5 | vO® 0 M | ca(AD —Xa) | HO 0
Fin Xe [ xs | X5 [ vO 0 M| (AP =Xa) | Am | en(HD —Xp)
F X5 [ xs | X5 | A | eV =)y A 0 H 0
Fiy X5 [ xs | X5 | A | (VO =)y A 0 b cn(H — \ir)
Fia X5 [ As | X5 | A | caWO —Xy) | A ca(A—Xa) H 0

F X0 As X5 Av CU(V(O) Av) Aa ca(A —Xa) AH cn(H — M)
F§* X5 | as | X5 [ VvOr 0 A 0 H©* 0

Fi X5 | as | X5 vOr 0 A 0 Mg | en(HO* — \p)
Fi* X5 | as | X5 | vOr 0 A | ca(ADF —Xy) | HOF 0
Fiy Xo* | s | X5 | vOr 0 M| (A" X)) | g | en(HO* = 2p)
P X5 As | X5 | A | eV —hy) | A 0 H* 0

e X5 [ As | X5 | A | (VO —Xy) | A 0 it cn(H* — \ir)
Fiy X5 [ xs | X5 | A eV —X) | aa ca(A* — Xa) H* 0

F** X5 [ s [ X5 | A [ eV " —X) | aa ca(A* — Xa) it cn(H* — \ir)

Tableau 14. Les équilibres du systéme (1) avec hydrolyse microbien ot ro = go(Xo)Xs,
voir (9), (10), (11), (12) et (13).
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X et X" sont les solutions de 1’équation ¢(Xo) = 6(Xo), quand elles existent et :
X5 = 6(X5) et X5 = 5(X5").
V(O) = ’YSUX§7A(0) = ’YsaX;’ et H(O) = ’YS}LX;"
A=A 4+ 70c, (VO = Av) et H=H +y,nc,(V? = 2v).
VO = 5 X5, A" = 50 X5 et HO" = 7, X5
A7 = A9 4 e, (VO = Ay) et TF = HO" 4 ynea (VO = M),
D
3.2.1.1 Le cas go(Xoin) < 7

®

10)
an
(12)
13)

On déduit les conditions d’existence des équilibres du modele (1) a partir de la proposition 3.3

et de la proposition 2.3.

Proposition 3.7. Sous les hypothéses (H1) - (H4) et (H8), les conditions d’existence des équilibres

du systeme (1) sont données par :

l L’équilibre H Conditions d’existence

F Existe toujours

F(;k Sin > As

F}, Sin > Aset HO > My

F} Sin > As et A® > x4
Fig Sin > As, AD > X et HO > Ay
o Sin > Ag et VO > )y
Fi o Sin > As, H > A et VOO > Ay
Fia Sin > Ag, A>Aaet VO > )y,

F* Sin > As, H > Ag, A>daet VO > )y

Tableau 15. Les conditions d’existence des équilibres de (1), dans le cas go(Xoin) <

D
csko "

On déduit les conditions de stabilité locale des équilibres du modele (1) a partir de la proposition

3.3 et de la proposition 2.3.

Proposition 3.8. Sous les hypothéses (H1) - (H4) et (H8), les conditions de stabilité des équilibres

du systeme (1) sont données par :

l L’équilibre H Conditions de stabilité locale ‘

F Sin < As

F AD <Xy, HY < Ag et VO < ay
F}; AD <X et VO <y

F3 HO < ApgetVO < Xy
Fiu VO <Ay

Fy A<daetH < Ag
F{;H Z < Aa
Fy4 H < \g

F* des qu’il existe

Tableau 16. Les conditions de stabilité des équilibres de (1), dans le cas go(Xoin) <

D
csko
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3.2.1.2 Le cas go(Xoin) > o7

On déduit les conditions d’existence et de stabilité locale des équilibres du modele (1) a partir
de la proposition 3.5 et de la proposition 2.3.

Proposition 3.9. Sous les hypothéses (H1) - (H4) et (H8), les conditions d’existence des équilibres
du systeme (1) sont données par :

| L'équilibre || Conditions d’existence

F Existe toujours

Fg Sin > maX(O, Sm)

F}, Sin > max(0, Sin) et HO > Ay

F; Sin > max(0, Sin) et A® > X,
Fin Sin > max(0,5:n), AD > Aaet HO > Ay

Fo Sin > max(0, Sin) et VO > Ay
Fyy Sin > max(0,5:,), H> Ag et VO > Ay
Fy 4 Sin > max(0,Sin), A > Aaet VOO > Xy

F* Sin > max(0,8:,), H> A, A > daet VIO > Ay
1T max(0, Sin) < Sin < As

Fi max(0, Sin) < Sin < As et HO* > Ay

Fy max (0, Sin) < Sin < As et AO* >\,
Fiy max(0, Sin) < Sin < As, AD* > Aget HO* > Ay
F max (0, Sin) < Sin < As et VO > Ay

\;?—I max(O, Szn) < Sin < )\s7 H* > \p et V(O)* > Ay
Fiy max(0, Sin) < Sin < As, A* > Aa et VO* > )y,
F* max(0, Sin) < Sin < As, H* > A, A* > Aaet VO* > )y

Tableau 17. Les conditions d’existence des équilibres de (1), dans le cas go(Xoin) > %

Proposition 3.10. Sous les hypothéses (H1) - (H4) et (H8), les conditions de stabilité des équilibres
du systeme (1) sont données par :

| L équilibre | Conditions de stabilité locale

F, Sin < As
Fy VO <Ay, AD < Xget HO < )y
F}, AP <X et VO <Ay
F} HO < Xget VO < Xy
Fiug VO <Ay
Fy, A<daetH <Ay
oy A< Aa
Yy H <Ay
F* des qu’il existe

F§, Firs By P,

Fyr, By, By et F*° Instables

D

Tableau 18. Les conditions de stabilité des équilibres de (1), dans le cas go(Xoin) > T
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3.2.2. Diagrammes opératoires
Nous étudions le comportement du systtme (1) dans le plan (D, Sin) pour Xoin fixé. Soit

Xoin = 1. Nous nous plagons dans le cas ol go(Xoin) < %. Cette condition est équivalente a
R2 R10

R11 R.,8 RP

T T

R2

Sin

03 1 13 2 13 3 02 03 04 R1 0.5 02 03 04 03
D D D

Figure 12. Diagramme opératoire pour Xoin = 1 et D > Fui. (la figure au milieu est
un agrandissement de la partie gauche de la figure a gauche et la figure a droite est un
agrandissement du bas de la figure au milieu)

Pour le jeu de parametres choisi dans [11], (Tableau A1), on a Fo; = 0.1. La figure 12 repré-
sente les diagrammes opératoires dans le plan (D, S;,, ), pour Xo;» = 1. Pour Xo,, = 0, on obtient
les diagrammes opératoires du modele avec hydrolyse enzymatique sans inhibition, voir Figure 2 a
gauche.

Les régions Ri0, R4 U Rs U Rg U Rg et R11 sont, respectivement, les régions de stabilité des
équilibres F7; (extinction des bactéries acétogenes et méthanogenes hydrogénotrophes), Fyrz (ex-
tinction des bactéries méthanogénes acétoclastes) et Fyr 4 (extinction des bactéries méthanogénes
hydrogénotrophes), alors que les équilibres E4, Ev g et Ev 4 du modele avec hydrolyse enzyma-
tique sont instables. De méme, 1I’équilibre F';; de I’extinction des bactéries acétogenes existe et
est instable dans Rs U R, il correspond a 1’équilibre £ 4 g qui peut étre stable.

Pour! = S, V, Aet H, on prend les fonctions de croissance g; de lasection 2.1 et go (Xo) = %,
00 0

avec moo = 2.5 et Koo = 1.5.

Soient les fonctions Frs, Fvo1, Fvoz, Fro1, Froz, Fao1, Fao2, Fr1, Fru2, Fai1 et Faz
définies par :

Sin =As & Sin = Frs(D),

V(O) = Ay < Sin = FVOQ(D) ou Sin = FV()l(D),
H(O) =Ag & Sin = FHOQ(D) ou Sin = FHOl(D),
A(O) =Aa < Sin = FAOQ(D) ou Sin = FAOl(D)7
H =\ <:>Sm=FH1(D) ou Sin :FHZ(D)7
ZI)\A <:>Sm=FA1(D) ou SmZFAz(D),

14
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Ces fonctions vérifient alors les inégalités suivantes :

Sin > As < Sin > FLs(D),

VO >Ny o Fvo2(D) < Sin < Fyvo1(D),
ILI(O> >y & FHOQ(D) < Sin < FH01(D),
A > Aa & Fao2(D) < Sin < Fao1(D),
H > Mg & Fui1(D) < Sin < Fu2(D),
A> A4 & Fa1(D) < Sin < Faz(D),

En utilisant la proposition 3.7 et la proposition 3.8, on a le résultat suivant :

Proposition 3.11. Le plan (D, Siy) est divisé en onze régions décrites dans le tableau 19 :

l Condition “ Région “ F [ Ey [ Fy [ F [ Fig [ Fy [ Fou [ g [ F.
Sin < FLs(D) R1 S
(Sin > Frs(D) et Sin < Fro2(D))
ou (S-m > FH01(D), Sin < FAOQ(D)
et Sin < Fvo2 (D)) ou (Sin > Fao1 (D)) R> I S
Sin > FLS(D), Sin < FV02(D)
et FHOQ(D) < Sin < FH01(D) Rs 1 1 S
S’in > FLS(D), S'L'n > FV02(D)s
Sin < FH01(D) et Sin < FAOQ(D) R4 1 1 I I S
Sin > FLS(D)’ Sin < FHOl(D)
Sin > Fao2 (D) et Sin < FA1(D) Rs 1 1 1 1 1 1 S
Sin > Frs(D),
Sin > FA1(D) et Sin < Fro1 (D) Rs 1 1 1 1 1 1 1 1 S
Sin > Fro1(D),
Sin > FAl(D) et Sin < FHQ(D) Rr 1 I 1 1 1 1 S

Sin > Fvo2(D), Sin > Fao2(D),
Sin > Fro1(D), Sin < Fa1(D)

et Sin < FHQ(D) Rs I I 1 1 S
Sin > FVOQ(D)’
FH01(D) < SinetSin < FAOQ(D) Ro I I 1 S

(Sin > Fao02(D) et Sin < Fyo2(D))
ou( Fvol(D) < S»m et Szn < Fao1 (D) ) Rio 1 1

Sin > Fru2(D) et Sin < Fyo1(D) R I I I I S

Tableau 19. Existence et stabilité des équilibres du systéme (1) selon (D, S;,), avec D >
Fo

Ici, l1a lettre .S (resp. I) signifie que I’équilibre correspondant est asymptotiquement stable (resp.
instable). L’absence de lettre signifie que 1’équilibre n’existe pas.
D’apres ce qui précede, nous avons mis en évidence un comportement asymptotique des équilibres
différent, selon la modélisation de 1’hydrolyse enzymatique ou par un compartiment hydrolytique
microbien. L’hydrolyse affecte la nature et les zones de stabilité des équilibres.

3.2.3. Taux de biogaz produit
3.2.3.1 Taux de méthane produit

Le taux de méthane produit est donné par la formule suivante :

Qomy = cnga(Ay,_,. )XAIXA:XZ + asgn (H) . )XH‘XH:X}‘{
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avec aq = % etas = lzheh
En se plagant dans le cas ou go(X 0in) < % Le taux de méthane produit, pour chaque équilibre,
est donnée dans le tableau 20 :
Equilibre || Qen,
Fy, F§ et Fyr 0
Fi; agchD(H(O) —Am)
F; a1ca D(A® — X 4)
Fig 1¢a D(A® — X\ 1) + asen, D(H® — Ap)
F\jH OéQCh,D(ﬁ*AH)
Fyra ai1caD(A — X4)
F alcaD(Z—)\A)-i-OézchD(F—)\H)

Tableau 20. Taux de méthane produit pour chaque équilibre du modele avec hydrolyse
microbien

On rappelle que A = A 4 %acv(V(O) - M), H = HO + %hcv(V(O) - Av),
VO = 5, X5, AQ = 4,,X5, HO = 74, X5, X5 = 5(Xg) et X§ est la solution de
((Xo) = 0(Xo).

1) Dans le cas oit V(O < Ay : les équilibres Fy5jp, Fis 4 et F* n’existent pas et on a
A< A et H < HO, Par suite, le taux maximal de méthane est donné soit par I’équilibre F} 7,
soit par F'f;, soit par F'j.
Si H® > Ay et A® > X4 alors le taux maximal de méthane est donné par F'} ;. Notons que si
ces conditions sont vérifiées alors F'; ;; est stable.
Si H® > Apy et A < X4 alors le taux maximal de méthane est donné par F;. Ces conditions
sont vérifiées pour (D, Siy) dans la région Rs.
Si HO < Mg et A > X\, alors le taux maximal de méthane est donné par F;. Ces conditions
sont vérifiées pour (D, Si») dans la région Rio.

2) Dans le cas ot V@ > Ay, ona A > A et H > H©®, Le taux maximal de méthane
est alors donné soit par 1’équilibre FY;z, soit par Fy; 4, soit par F'*.
Si H > Apr et A > )4 alors le taux maximal de méthane est donné par F™*. Ces conditions sont
vérifiées pour (D, S;y,) dans les régions Rg ou Ry ot F'* est stable.
Sive > Av, H < Ag et A > M4 alors le taux maximal de méthane est donnée par Fy; 4. Ces
conditions sont vérifiées dans la région R .
SiV©® > Ay, H > Ay et A < Aa alors le taux maximal de méthane est donnée par Fy; ;. Ces
conditions sont vérifiées dans les régions R4, Rs5, Rs ou Ry, ol Fyrj est stable.

On représente, dans la figure 13, le taux maximal du méthane produit en fonction de la dilution
D. On fait varier la valeur de la concentration du substrat sous forme particulaire Xo;,, et la va-
leur de la concentration du substrat sous forme soluble S;,, de telle maniére a maintenir la somme
constante.
En maintenant la somme Xo;,, + S;n constante, le taux de méthane est plus élevé avec le substrat
soluble qu’avec le substrat solide.
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Figure 13. La variation du taux de méthane pour S;,, + Xoin, = 10, pour le modele avec
compartiment hydrolytique microbien

3.2.3.2 Taux d’hydrogéne produit

Le taux d’hydrogene produit est donné par la formule suivante :
Qu2 = a3gs(S|,_g- )XS|XS=Xé +oaagv(Vi,_, - )XV\X‘/:X‘*/

avec a3 = % ety = 1;% Nous nous placons dans le cas ot go(Xoin) < %. Le tableau
21 donne le taux d’hydrogene produit en chaque équilibre.

Equilibre ‘ ‘ QH, ‘
F 0
Fo,Fg, Fiet Fag QHy, = asDX3
Fo P Fyg et F* || Qg = asDXE 4 aaDe, (VO — \y)

Tableau 21. Taux d’hydrogene produit pour chaque équilibre du modéle avec comparti-
ment hydrolytique microbien

1) Dans le cas, V© < Ay, les équilibres Fys, Fys 5, Fys 4 et F* n’existent pas et on a
QH,, > QmH,,. Par suite, le taux maximal de I’hydrogene est donné soit par I’équilibre F'} 7, soit
par Ff;, soit par F'3, soit par F{.
Si §'™ > \g alors le taux maximal d’hydrogene est donné par F(. Cet équilibre est stable dans la
région Ra.
Si H® > X\p alors le taux maximal d’hydrogene est donné par F;. Ces conditions sont vérifiées
dans la région R3 ou F; est stable.
Si A© > X, alors le taux maximal d’hydrogene est donné par F; qui est stable dans la région
Rlo.
Si H® > Ay et A9 > )\, alors le taux maximal d’hydrogene est donné par F'3 ;;. Notons que si
ces conditions sont vérifiées alors F'} ;; est stable.

2) Dans le cas, V@ > Ay, Quyy > Qury, . Par suite, le taux maximal d’hydrogéne est
donné soit par I’équilibre FY; 7, soit par FY; 4, soit par Fy, soit par F'*.
Si H > Apret A > A4 alors F* existe et le taux maximal d’hydrogéneest donnée par cet équilibre.
F* est stable dans les régions Rg ou Ry.
Si A > A4 alors Iy 4 existe et le taux maximal d’hydrogene est donnée par cet équilibre. Cet
équilibre est stable dans la région R1 c’est a dire pour H < \g.
Si H > Mg alors Fyp existe et le taux maximal d’hydrogéne est donnée par cet équilibre. Cet
équilibre est stable dans la région R4, Rs, Rs ou Ry c’est & dire pour A < Aa.
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Si H < A et A < A4 alors le taux maximal d’hydrogéne est donnée par Fy. Notons que si ces
conditions sont vérifiées alors Fy, est stable.

Le taux maximal d’hydrogeéne produit est représenté dans la figure 14. Le taux d’hydrogene est plus
élevé avec le substrat soluble qu’avec le substrat solide, Xoin + Si» étant maintenue constante.
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Figure 14. La variation du taux d’hydrogéne pour S, + Xoin = 10, pour le modéle avec
compartiment hydrolytique microbien.

Discussion

Nous avons étudié des modeles de digestion anaérobie a quatre étapes, avec dégradation du sub-
strat sous forme particulaire. Nous avons analysé deux modeles tenant compte de I’étape d’hydro-
lyse. Cette phase est considérée dans le premier modele comme une simple hydrolyse enzymatique,
ce qui ajoute au systeme une variable, la concentration Xy du substrat lentement biodégradable,
dont la dynamique n’est pas couplée aux autres variables. Nous avons étudié ensuite le cas plus
complexe d’un compartiment hydrolytique microbien ol la dynamique de X est couplée cette fois
aux deux variables du sous-modele (5), la concentration du substrat simple et celle des bactéries
acidogenes. Nous avons mis en évidence, dans le modele avec hydrolyse enzymatique, le role des
inhibitions dans le systeéme en étudiant dans un premier temps ce modele sans inhibition puis en
tenant compte des inhibitions dans les fonctions de croissance. Le modele avec compartiment mi-
crobien hydrolytique a été analysé dans le cas sans inhibition.

Nous avons établi les conditions d’existence et le comportement asymptotique local ou global des
points d’équilibre pour les modeles avec et sans inhibition. De plus, nous avons déterminé le taux
de biogaz pour chaque équilibre pour les deux modeles et nous avons calculé le taux maximal de
biogaz produit pour différentes valeurs des substrats a 1’entrée.

Nous avons montré que prendre en compte de I’inhibition dans le modele influe sur la stabilité des
équilibres. Des zones de bistabilité apparaissent. Grace aux diagrammes opératoires qui illustrent
les zones d’existence, de stabilité et de bistabilité, nous avons montré comment les régions de sta-
bilité peuvent s’élargir en fonction des parametres opératoires, le taux de dilution D et les substrats
en entrée S;,, et Xoin. On pourra alors faire varier le taux de dilution pour éviter les régions de
bistabilité. D’autre part, nous avons montré que la valeur des parametres influe sur le taux de bio-
gaz produit. L’augmentation des concentrations des deux substrats en entrée pour un modele avec
hydrolyse enzymatique des biomasses favorise bien 1’augmentation du biogaz produit. Le modele
avec hydrolyse enzymatique sans inhibition produit plus de biogaz que le modele avec inhibition.
Pour des valeurs fixées des concentrations des substrats en entrée, il existe un taux de dilution qui
maximise le taux de méthane. Pour ce taux, la concentration des bactéries méthanogenes acéto-
clastes augmente et celle de 1’acétate devient assez faible, ce qui affaiblit ’inhibition des bactéries
méthanogenes hydrogénotrophes qui sont les producteurs de méthane. Pour 1’hydrogeéne produit, il
existe un taux de dilution qui maximise le taux d’hydrogene, pour des concentrations des bactéries
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méthanogenes hydrogénotrophes trés faibles.

En passant du modele avec hydrolyse enzymatique au modele avec compartiment hydrolytique
microbien, 1’équilibre de I’extinction des acétogénes qui était stable devient instable et les équi-
libres correspondant a I’extinction des acétogenes et des méthanogenes hydrogénotrophes, ou a
I’extinction des méthanogenes acétoclastes, ou a I’extinction des méthanogenes hydrogénotrophes
qui étaient instables deviennent stables. Nous avons montré que le comportement du systeme dé-
pend de la modélisation de I’étape d’hydrolyse choisie. Selon les conditions d’existence et de sta-
bilité, nous avons montré que le taux maximal de méthane et d’hydrogene produit est atteint en un
équilibre stable. Ces taux sont explicitement déterminés, selon les parametres des modeles considé-
rés.

Conclusion

L’objectif principal, dans ce travail, est I’étude de modeles de la digestion anaérobie a quatre
étapes pour 1’optimisation de la production de méthane et d’hydrogene. Ce processus biologique de
conversion de la matiére organique en mélange gazeux, est important a la fois pour le traitement des
eaux usées et pour la production du biogaz. L'étude des équilibres de ces modeles et de leur stabilité
en fonction des parametres a ’entrée du processus permet de déterminer les produits en sortie, ainsi
que les quantités de gaz pouvant étre produites. Cette étude a montré que les valeurs des parameétres
ainsi que la présence de I’inhibition de certaines especes microbiennes dans le systeme influent sur
le taux de biogaz. La production du biogaz differe suivant le choix de la modélisation de 1’hydrolyse.
Les résultats obtenus permettront potentiellement de proposer de nouvelles options aux biologistes
pour déterminer des conditions opératoires optimisant la production de biogaz. En perspective, on
pourra étudier le taux de biogaz produit pour le modele avec hydrolyse microbienne en prenant en
compte I’inhibition des fonctions de croissance.

Annexe

Preuve de la Proposition 2.3
En appliquant la méme technique que [11, Lemme 3.1], on peut déduire un résultat de stabilité glo-
bale des équilibres du systeme (1). L’énoncé du Lemme 3.1 de [11] est le suivant :
Lemme A.1:
On suppose que F' : IR™ — IR™ est de classe C' et que 1’équation % = F(Y) possede un
équilibre globalement asymptotiquement stable Y*. On suppose que g : [0, +oo[— [0, +o0[ est
de classe C', qu’elle est croissante et que g(0) = 0. Pour des valeurs fixées de D > 0 et c > 0, soit
) la solution de 1’équation g(S) = D et soit f : R™ — [0, +-o0] de classe C*.
On considere le systeme :

@ =F),

9 = —DS+f(Y) - Lg(9)X,

dx
dt

=—DX +g(S)X

avec S(0) > 0et X(0) > 0.0On a,

1) SiA > f(g*) , alors toutes les solutions convergent vers (Y™, f(%;), 0).

2)Sio< A< %, alors toutes les solutions convergent vers (Y, A\, X*), avec X* =
C(M -
5 .
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Nous utilisons le Lemme A.1 pour démontrer la proposition 2.3. En effet, le systeme (1) possede
une structure en cascade donc on pourra étudier dans un premier temps le sous-systéme suivant :

% = D(Xoin — X0) — knyaXo

45 = D(Sin — 5) — 29s(S)Xs + f(Xo) (15

Cs

s — (g5(8) - D)Xs
avec f(Xo) = koknyaXo.
La premiéere équation de ce sous-systeéme s’écrit % = F(Xo), avec F une fonction de classe
C'. Elle posséde un équilibre globalement stable X§ = ﬁXom. De plus, gs : [0, +oo[—
[0, +-00] est de classe C', croissante et g(0) = 0, d’aprés (H1). s est la solution de I’équation
gs(S) = D. La fonction f de [0, +oo[— [0, 400 est de classe C* eton a S(0) > 0 et X5(0) >

0. En appliquant le Lemme A.1, on déduit que :

-Si As > S}, avec S;, = (@ + Sin), alors toutes les solutions convergent vers
(X5, 57, 0)

-Si0 < Ag < Sj,, alors toutes les solutions convergent vers (Xg, As, X§) avec X§ =
cs(S5, — As).
On applique le Lemme A.1, en utilisant le résultat précédent sur les deux équations suivantes du
systeme (1) et en éliminant les cas ol A;, 7 = A, V, H, sont négatifs. De la méme maniére, on déter-
mine les conditions de stabilité globale des équilibres du systeme (1). Les conditions d’existence et
de stabilité globale des équilibres du systeme (1) se résument dans le tableau 2 de la proposition 2.3.

O

Preuve de la Proposition 2.4
On déduit le tableau 3 de la Proposition 2.4 en utilisant la Proposition 2.3, I’inégalité (3) et les
inégalités suivantes :

— Sin < F(D) est équivalent a S},, < Ag. Dans ce cas (D, S;n) € Ri.

- Sin < F(D) + Ku(D) est équivalent a HO <« \g.0r HO < )y est équivalent a
gu(H®) < D. D’apres (3), on obtient gy (V?) < ga(A®) < D, ce qui donne A© < X4 et
VO < \y. Dans ce cas (D, Sin) € R U Ro.

- Sin < F(D) + Ka(D) est équivalent a A® < x4 0r A© < X4 est équivalent A
ga(A®) < D. Dapres (3), on obtient gy (V?) < D, ce qui donne V(@ < \y. Dans ce
cas (D, Sin) € R1 UR2 U Rs.

- Sin > F(D) + Ka(D) est équivalent a A® S A, 0r A® > A4 est équivalent 2
ga(A©®) > D. Dapres (3), on obtient gz (H®) > D, ce qui donne H® > M. Dans ce
cas (D7 Szn) € R4URs5.

- Sin < F(D) + Kv(D) est équivalent 2 V(®) < \y. Dans ce cas (D, Sin) € R1 U Rz U
R3s U Ry4.

- Sin > F(D) + Ky (D) est équivalent a ‘{(O) > Av. Or Vo > Av est équivalent &
gv(V(OB) > D.D’apres (3), on obtient D < ga(A) < gu(H). Or D < ga(A) est équivalent a
Aa < AetD < gu(H) est équivalent 2 Ay < H . Dans ce cas (D, Sin) € Rs.

O

Preuve de la Proposition 2.5
On déduit le tableau 4 de la Proposition 2.5 de la méme maniere que dans la preuve de la Proposition
2.4, en utilisant la Proposition 2.3, I'inégalité (3) et les inégalités suivantes
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— Xoin < G(D) est équivalent a Sj;,, < Ag.

(&
- Xoin < Lu(D)
- Xoin < LA(D)
— Xoin < Lv(D)

+ G(D) est équivalent 2 H® < Ap.
+ G(D) est équivalenta A® < \4.
+ G(D) est équivalent 2 V(© < \y.
O

La preuve des résultats des tableaux 7, 8 et 9 est une simple adaptation de ceux de [11], voir
section 4.1 de [11]. Pour I’étude de la stabilité locale du sous-modele avec inhibition, on utilise la
matrice Jacobienne de la page 73 de [11].

Les preuves de la Proposition 3.1, du Lemme 3.1, du Lemme 3.2, de la Proposition 3.2 et de la
Proposition 3.4 sont données dans [2], voir preuve de la Proposition V.2, du Lemme V.1, du Lemme
V.2, de la Proposition V.3 et de la Proposition V.4, de [2].

Preuve de la Proposition 3.3
Les conditions d’existence des équilibres sont données dans la Proposition 3.2. Pour étudier la
stabilité locale de chaque équilibre, on détermine le signe de la partie réelle des valeurs propres de
la matrice Jacobienne J.
La matrice Jacobienne associée a 1’équilibre Fp est

-D 0 —g0(Xoin)
Jry = 0 —-D kogo(Xoin)— igs(sm)
0 0 gs(Sm) - D

Les valeurs propres de Jr, sont: —D, —D et gs(Sin) — D. Par suite, Fy est LES si et seule-
ment si gs(Sin) < D, ce qui est équivalent a S;r, < Ag.

La matrice Jacobienne associée a I’équilibre F7" est :

—mii1 0 —mais
Iy = ma1  —Ma2 0
0 ms32 0

avecmi1 = D + ;%OO(XS)X;, mis = gO(X({), mo1 = k:oj%%(X{;)Xj{;,

mao2 =D +

g@g—;(As)Xg, maz = 25 (As)X5etd = =2+ kogo(X3).

Le polyndme caractéristique de Jpy est:

PJF{« =\ (m11 + m22)/\2 — (m11maz — Oms2) A — maz(—m1160 + maimas).

Onpose co = —1, c1 = —(m11 + maz2), c2 = —(Mi1maz — Omagz) et
c3 = ma2(—m110 + ma1mas).

Onacy < Oetecy < 0.De plus, c2 et c3 sont négatifs si ¢'(Xg) < —csko. En calculant
ci1c2 — coc3, on voit que ci1c2 — cocs > 0. Par suite, le critere de Routh-Hurwitz est satisfait si la
condition ¢'(X§) < —csko est vérifiée. On conclut que I’équilibre Fy est localement stable dés

qu’il existe.

O

Preuve de la Proposition 3.5
Comme pour la Proposition 3.3, la stabilité locale de Fy est donnée par le signe de la partie réelle
des valeurs propres de la matrice Jacobienne Jr,. Pour les deux autres équilibres, on utilise le
critere de Routh-Hurwitz. Le critére de Routh-Hurwitz est satisfait si la condition ¢’ (X§) < —csko
est vérifiée, F;* est donc LES. Or I’équilibre F}'™* vérifie ¢'(X§*) > —csko alors le critere de
Routh-Hurwitz n’est pas satisfait. Par suite, F"™ est instable.
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O

La preuve de la Proposition 3.6 est une simple adaptation de [11] et de la Proposition 2.2. Les
preuves des Propositions 3.7 et 3.8 sont des conséquences de la Proposition 3.3 et de la Proposition
2.3. De méme, les preuves des Propositions 3.9 et 3.10 sont des conséquences de la Proposition 3.5
et de la Proposition 2.3.

Preuve de la Proposition 3.11
On rappelle que les fonctions Frs, Fvoi, Fvoz, Froi, Fraoz, Fao1, Faoz, Fri1, Frz, Fai et Fao
sont définies par (14).

Pour le jeu de parametres utilisés dans [11], voir Table A1, ces fonctions vérifient les propriétés
suivantes :

- Frs(D) < Fuo1(D) < Fr2(D) < Fyo1(D) < Fao1(D) < Faz(D).

- Fro2(D) < Fro1(D).

— FVOl(D) > Fyoo2 D) > FHoz(D).

— Fy2(D) > Fu1(D).

— FAl( ) > FAQQ( ) FAl(D) > FVOQ(D) et FHz(D) > Fvoz(D) .

= Fa2(D) > Fai(D).

— Fyvos (D) < FA01(D) et FAOQ(D) < FA01(D).

De plus, les fonctions Fro1(D) et Fyo2(D) s’intersectent en une valeur D1 > Fpq et vérifient
Fro1(D) < Fyo2(D) pour D > D, voir figure 15.
De méme, Fro1(D) et Faoz(D) s’intersectent en une valeur D> > Fp; et vérifient Fro1(D) <
Fao02(D) pour D > Ds, Fro1(D) et Fa1(D) s’intersectent en une valeur Ds > Fp; et vérifient
Fro1(D) < Fai(D) pour D > Ds, Fa1(D) et F2(D) s’intersectent en une valeur Dy > Fo1
et vérifient Fla1 (D) < Fr2(D) pour D > Dy, Fyo2(D) et Fao2(D) s’intersectent en une valeur
Ds > Fo et vérifient Fyo2(D) > Fao2(D) pour D > Ds, Fyo2(D) et Frg(D) s’intersectent
en une valeur Dg > Fo et vérifient Fyo2(D) > Frs(D) pour D > De.
Ce qui définit, les régions R1,--- , R11 , voir figure 12.

—~ o~

Faz Faoi Fyol Fa1  Fywp2Fapz FHa FHO1 FHoz Fis
\

Sor

v
Foa D3 o

Figure 15. Positions relatives des courbes pour les paramétres utilisés dans [11], Table
Al.
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