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Résumé

On étudie un modele mathématique pour la transition démographique. 11 s’agit d’un systeme diffé-
rentiel homogene de degré un. Il y a deux classes d’4ge et deux niveaux de fécondité. La fécondité
faible s’étend par mimétisme aux adultes avec une fécondité élevée. Lorsque le coefficient de mi-
métisme augmente, le systeme traverse deux seuils entre lesquels la population croit ou décroit
exponentiellement avec un mélange stable des deux fécondités. Cette transition démographique
partielle rappelle la situation dans certains pays d’ Afrique subsaharienne.
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I INTRODUCTION

La transition démographique est un phénomene observé dans tous les pays du monde et qui
s’étend sur plusieurs décennies. La population voit d’abord sa mortalité baisser. Puis, avec un
certain retard, c’est au tour de la fécondité de baisser. A cause de ce décalage, la population
croit souvent de maniere considérable, avec d’importantes conséquences économiques et so-
ciales [5]. L’hypothese bien connue de la modernisation insiste sur le fait que le faible taux
de fécondité est le résultat d’une adaptation individuelle a des environnements modernisés, a
mesure que I’industrialisation, 1I’urbanisation, les normes éducatives et les familles changent. Il
est néanmoins difficile d’établir un lien direct entre la baisse de la fécondité et de nombreux in-
dices du niveau de développement social. On cherche par conséquent un mécanisme dynamique
pour comprendre 1’écart entre le changement d’attitude individuelle et les données statistiques
macroscopiques.

Si I’on suit le découpage en « trois démographies » de [13], on peut dire que la transition dé-
mographique peut étre envisagée sous trois angles : statistique, politique ou mathématique.
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C’est sous ce dernier angle, illustré notamment par les travaux de Verhulst [1] ou de Lotka [3]
et résumé par exemple par [10], que I’on va considérer le probleme. Contrairement aux deux
premiers angles, I’approche mathématique permet notamment de faire des projections quan-
titatives. Mais c’est surtout du point de vue qualitatif que 1’on va envisager la dynamique du
probléme.

Du point de vue de la modélisation mathématique, la transition démographique peut étre présen-
tée soit comme exogene, soit comme endogene. Dans le premier cas, la population est supposée
homogene mais la modernisation des conditions de vie fait que les parametres démographiques
varient dans le temps. Cela conduit a des modeles non autonomes [4]. L’hypothese sous-jacente
est donc que la baisse de la fécondité n’est pas due a I’interaction entre différentes composantes
de la population mais a un « progres » externe.

L’approche endogene consiste au contraire a utiliser des modeles autonomes, c’est-a-dire dont
les coefficients ne dépendent pas du temps, mais avec une population hétérogene. Les change-
ments qualitatifs résultent alors de 1’interaction entre les sous-populations; la transition démo-
graphique est un peu analogue a une épidémie. Des normes culturelles novatrices qui réduisent
le nombre de naissances peuvent €tre transmises par des individus a faible fécondité (les « infec-
tés ») a des individus traditionnels a fécondité élevée (les « susceptibles »), selon une dynamique
fondée sur la « théorie de la diffusion » [9, 11]. Ce processus de transmission peut étre déclenché
par des changements socio-économiques et environnementaux.

[19] a récemment développé ce point de vue épidémique pour la théorie de la diffusion de la
transition de la fécondité ; le déclin de la fécondité est décrit comme le résultat de la diffusion
de la tendance a avoir moins d’enfants. Le premier modele divisait la population entre individus
P (t) avec une fécondité élevée et individus P»(t) avec une fécondité faible. Leurs nombres
évoluaient selon un systeme différentiel homogene de degré un

dpP; PP dp, PP

— =P -0 =ro Py +b—"
i ) I To o+ Pt D,

ou 71 et ry sont les taux de croissance des populations isolées (r; > ry), tandis que b est un
coefficient de mimétisme indiquant le taux maximum auquel les individus avec une fécondité
élevée adoptent une fécondité faible. Ce taux est supposé dépendre linéairement de la fraction
f(t) = Py(t)/(Pi(t)+ P2(t)) de la population avec une fécondité faible. En termes écologiques,
c’est un systeme du genre proies-prédateurs a la maniere de Lotka et Volterra [2] mais avec un
taux de prédation non linéaire qui ne dépend que du rapport des deux populations, comme
dans le modele d’Arditi et Ginzburg [20, §2.3]. L’analyse mathématique est trés simple : il
suffit d’observer que f(t) est solution d’une équation logistique. Selon que b < r; — r9 ou
b > r; — ry, la population totale tend a croitre exponentiellement avec un taux 7; ou ry et c’est
la fraction de la population avec une fécondité faible ou celle avec une fécondité élevée qui tend
vers 0. En partant d’une population avec une fécondité élevée et quelques individus avec une
fécondité faible, la transition démographique n’a donc lieu que si b est strictement supérieur au
seuil unique r; — 7.

Dans un deuxieme temps, [19] considérait une version structurée par age du méme modele.
Comme 1’4ge x était une variable continue, cela conduisait a un systeme d’équations aux déri-
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vées partielles du type de McKendrick et von Foerster :

3P1(t,x) i (9P1(t,x)

= —m(x)P(t,z) —n(t,x)Pi(t, x),

ot oz
8P2(t,x) 8P2(t,517> o
5 + B = —m(x)Pz(t,:L') —|—7T(t’fL‘)P1(t,x),

Pi(t,0) = /Oooal(x)Pl(t,x)d;p,

Py(t,0) = /Oooag(m)Pg(t,x)dx,

avec

w(t,z) = fooo b(z,y) Pa(t,y) dy
T TPt y) + Paty)]dy

Dans ce modele, m(z) est la mortalité, a,(x) et az(x) sont les fertilités. L’analyse mathéma-
tique du modele est alors plus compliquée et seuls des résultats tres partiels ont été obtenus. Il
n’existe en général plus un seul seuil mais deux. Sous le premier seuil et au-dessus du second
seuil, il existe une unique solution exponentielle triviale localement stable (au sens de la théorie
des systeémes homogenes) composée d’individus avec une fécondité élevée dans le premier cas,
faible dans le second cas. Entre les deux seuils, au moins pour certaines valeurs des parametres
(c’est-a-dire avec certaines conditions supplémentaires certainement non optimales), il a été
possible de démontrer I’existence d’une solution exponentielle non triviale qui méle des indi-
vidus avec des fécondités différentes; ni la question de I'unicité ni celle de la stabilité de cette
solution non triviale n’ont été abordées. Pour cette solution, le taux de croissance de la popu-
lation est intermédiaire. La transition démographique n’est alors que partielle. Cette différence
qualitative avec le premier modele n’était pas évidente a priori.

Le régime entre les deux seuils semblait anecdotique dans [19] puisque la motivation prove-
nait de la démographie du Japon. La transition démographique y est si avancée que le taux de
croissance de la population est devenu négatif; on se trouve au-dela du second seuil. En re-
vanche, il se pourrait que le régime intermédiaire présente un intérét dans le cas de certains
pays d’ Afrique subsaharienne. La fécondité moyenne y a effectivement baissé un peu mais bien
moins que ce que prévoyaient les démographes [14]. Par ailleurs, les difficultés d’analyse du
systeme d’équations aux dérivées partielles poussent a chercher un modele plus simple pour
une transition démographique partielle.

On étudie donc ci-dessous un modele avec seulement deux classes d’age (jeunes et adultes)
au lieu d’un age qui varie continiiment. L’intérét est qu’il conserve le méme phénomene de
transition a deux seuils. Ceci permet de faire une étude plus compléete : on montre notamment
que la solution non triviale est unique et que son domaine d’existence coincide exactement avec
le domaine d’instabilité des solutions triviales; on parvient aussi a démontrer la stabilité locale
de la solution non triviale.

On présente le modele dans la section 2 avec ses solutions exponentielles triviales et non tri-
viales. On étudie la stabilité des solutions exponentielles dans la section 3 en utilisant notam-
ment le critere de Routh-Hurwitz et la théorie relativement peu connue des systemes différen-
tiels homogenes de degré un développée par [6, p. 638], également exposée dans les livres [16,
chap. 5], [17, chap. 4] et [12, chap. 4]. Il a d’ailleurs fallu recourir a un logiciel de calcul for-
mel pour se sortir de calculs autrement inextricables. Comme le systéme est de dimension 4,
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la stabilité de la solution exponentielle non triviale présente une difficulté qui était absente des
exemples des références ci-dessus. La section 4 présente un exemple numérique qui se veut re-
présentatif de quelques pays d’ Afrique subsaharienne. La section 5 propose une conjecture pour
le comportement asymptotique global faute d’avoir trouvé une fonction de Liapounov conve-
nable. Quoique plus simple que celle du systeme d’équations aux dérivées partielles, I’analyse
de notre modele est donc encore incomplete.

II LE MODELE ET SES SOLUTIONS EXPONENTIELLES

Notons X () et Y;(t) le nombre de jeunes et d’adultes de familles fécondes. Notons de méme
X5 (t) et Y5(t) le nombre de jeunes et d’adultes de familles peu fécondes. On suppose que

X dY, RS
_dtl = Y1 —(c+m)Xy, d—;ZCX1—mY1_bY11+§/27 (D
dX, dYs V1Y,
— asYs — (c+m) Xy, g G2 miat Y, +Y,' 2)

ou a; > 0etay > 0 sont les fécondités avec a; > ag, m > 0 est la mortalité, ¢ > 0 est le
taux de passage des jeunes a 1’age adulte, et b > 0 est un coefficient de mimétisme qui donne le
taux maximum auquel les adultes avec une fécondité élevée adoptent une fécondité faible. Plus
le coefficient b est faible, plus la population est « conservatrice » ; plus le coefficient b est élevé,
plus la population est sujette au « panurgisme ». Contrairement au deuxieme modele de [19],
c’est la fraction Y5/(Y; + Y3) d’adultes peu féconds dans la population adulte qui intervient
dans le modele et non la fraction d’individus de familles peu fécondes dans la population totale.
On suppose X;(0) > 0, Y1(0) > 0, X5(0) > 0 et Y5(0) > 0.

Si I’on pose Z = (X3,Y7,Xs,Y5), on remarque que le systeme différentiel ci-dessus peut
s’écrire sous la forme

dz
- =F(2) (3)

avec un second membre qui est une fonction vectorielle homogene de degré un. L’existence
globale et la positivité des solutions du systeme (3) se montrent comme dans les modeles dé-
mographiques avec mariage; voir par exemple [12, chap. 4]. La positivité résulte de ce que
dXi/dt > 0 lorsque X; = 0, dY;/dt > 0 lorsque Y; = 0, etc. Avec une condition initiale dont
les composantes sont toutes strictement positives, chaque composante reste méme strictement
positive pour tout ¢ > 0. L’existence globale résulte de 1’inégalité pour la population totale
P:X1+Y1+X2+}/2dp/dt§ (al—m)P.

On dit que Z(t) = ez est une solution exponentielle positive du systeme (3) si z = (z;) estun
vecteur fixé avec z; > 0 pour tout 7, si ) . z; > 0 et si (A, z) est une solution du probleme de
valeur propre non linéaire

Az = F(z).

Si (A, z) est une pareille solution et si « > 0, alors (A, «z) est aussi une solution. On dit qu’une
solution exponentielle positive est normalisée si ) _, z; = 1.

Proposition 1:
Il existe une unique solution exponentielle positive normalisée de la forme (x4, y1,0,0) :

\ —c+ V2 +4dac —c+ V2 +4dac 2c
1= —
2

m, x;= , = )
! c+ 2+ 4dac n c+ e+ 4ac
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De méme, il existe une unique solution exponentielle positive normalisée de la forme e*2* (0,0,29,y2) :

—c+ V2 + dasc —c+ /2 + dasc 2c

)\2 = 9 m, To =

¢+ A+ daye’ vz = c+ A+ dage

Sib; < b < by avec

2(&1 — CLQ) 2(@1 — CLQ)

b - ) b - )
' 14+ /1+4a;/c ’ 14 /14 4ay/c

alors il existe une unique solution exponentielle positive normalisée de la forme e
aveczr] > 0,y7 > 0,25 >0ety; >0:

Mty as,y3)

« ax b asb? ., C c ash
vt = 1 - Y -

a, — as a; —ay  cla; — ag)? b a;—ay (a—ag)?’
as b ab? c c ab
27 a1 — ag [al — as cla; — (12)2:| 2 ai—asy b (ag —ag)?

Démonstration. La premiere solution doit vérifier (x1,y1) # (0,0), A4+ m)z1 = a1yp — ¢y
et (A\+m)y; = cxy. D’ot ’équation quadratique pour A : (A +m)(c+ A+ m) —a;c = 0. Les
deux racines sont [—c & v/c? + 4a; ¢]/2 — m mais seule celle avec un + conduit & des solutions
(x1,y1) qui sont positives.

La deuxieéme solution s’obtient de la méme maniere en remplagant I’indice 1 par I’indice 2.

Quant a la troisieme solution, elle doit vérifier

A+m)x; = ayy; —cxy, (A+m)y1:cx1—b—y1y2 , )
Y1+ Y2

(A+m)re = asys —cxo, (A+m)y2:cm2+b&. 5)
Y1+ Y2

On ne peut pas avoir ¢+ A +m = 0 car on aurait sinon y; = 0. Donc 1 = a1y, /(c+ A+ m) et
T9 = agys/(c + A+ m). D’ou, en remplacant dans les deux autres équations et en divisant par
Y1 ou yo,

aq _ Y2
c+A+m Y1 + Y2

a2 n

A+m=c )
c+HA+m Y1 + Yo

, At+m=c

En soustrayant ces deux équations, on obtient

- 1
)\:C<a1 a2_1)_m’ n_ a c aa L ©)
b oo atm ThTeNE

Le membre de droite dans la formule pour y; /y» doit étre strictement positif. Notons qu’il tend
vers —1 quand b tend vers 07 et qu’il tend vers —as/a; < 0 quand b tend vers +oco. La dérivée
du dénominateur par rapport a b est —c/b? + 2c(a; — ay)/b>. Elle est strictement positive pour
0 < b < 2(a; — ag) := bs, nulle quand b = b3 et strictement négative quand b > b3. Par
ailleurs, un petit calcul montre que le dénominateur dans (6) s’annule pour b = b, et vaut 1
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quand b = by. On remarque enfin que b; < by < b3. On en conclut que le membre de droite
dans la formule (6) pour ¥, /y, décroit de —1 a —oo sur Iintervalle |0, b [, décroit de +oo
a 0 sur l’intervalle |by, by[, continue a décroitre sur I’intervalle |by, bs3[ en prenant des valeurs
négatives, puis croit sur I’intervalle |b3, +oo[ en restant négatif. Donc y; /y2 n’est positif que sur
I'intervalle |by, by[. Les formules pour z1, y1, 2 et yo découlent de (6) et de la normalisation
x1+y1+x2+y2:1. O

Remarquons que b; < b,. Lorsque b croit de by a by, le taux de croissance A* donné par (6)
décroit de A\; a \,. Lorsque c tend vers +o00, le modele avec deux groupes d’ages se réduit au
modele de I’introduction avec un seul groupe d’ages; on vérifie bien que les deux seuils b; et by
convergent alors vers un seuil unique égal a a; — as.

III LA STABILITE DES SOLUTIONS EXPONENTIELLES
Pour i € {1, 2}, posons

X X; v, — Y;
X Y+ X+ Y X VX +Y

Notons que X; + Y; + X5+ Y, = 1. Un calcul assez simple a partir du systeme (1)-(2) montre
alors que

dX

Wl = Y] —cX; —X; [alYl + ang] ) 7

dY Y. Y

o = Kby oy, Yy rey, ®)

dXo

7 = a9 Yy —cXy — X, [a1Y1 + GQYQ] ) ©)

dYg Yl Y2

—= = Xg+bo7Tr Yy )Y Yo 10
i@ - Xttty iy, T elaYitaY o

Si eMz avec 2 = (11, y1, T2, y2) fixé est une solution exponentielle normalisée du systeme (1)-
(2), alors les équations (4)-(5) sont vérifiées. En additionnant les quatre équations, on obtient
que ai1y; + agy2 = A + m. On en déduit que z est un point d’équilibre du systeme (7)-(10).
On dit que la solution ez est « asymptotiquement stable » (respectivement instable) si z est
un point d’équilibre asymptotiquement stable (resp. instable) du systeme (7)-(10). I1 résulte du
théoreme d’Euler pour les fonctions homogenes vectorielles (ici de degré un) que \ est toujours
une valeur propre de la matrice jacobienne J(z) de la fonction F' définie par (3) en z car

Jr(2)z = F(2) = Az

D’apres [6, p. 638]), I’équilibre z est asymptotiquement stable si les trois valeurs propres de
Jr(z) autres que A ont une partie réelle strictement inférieure a A ; il est instable si I’'une de ces
trois valeurs propres a une partie réelle strictement supérieure a A\. C’est ce que 1’on va utiliser
dans la proposition suivante.

Proposition 2:  — Soit eM(z1,y;,0,0) la solution exponentielle normalisée de la proposi-
tion 1. Elle est asymptotiquement stable si b < by, instable si b > b;.
— Soit *%(0,0, x5, %) la solution exponentielle normalisée de la proposition 1. Elle est
asymptotiquement stable si b > by, instable si b < bs.
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— Soit et (x%, yt, 235, y3) la solution exponentielle normalisée de la proposition 1. Elle est
asymptotiquement stable pour b; < b < bs.

Démonstration. De maniere générale, si z = (x1, 41, T2, y2) avec y; + yo > 0 et si

p=—2
Y1+ Y2
alors
—c—m ai 0 0
B c —bp®> —m 0 —b(1 — p)?
Tr(2) 0 0 —c—m as (D
0 bp? c b(1—p)?—m

Dans le premier cas, on a p = 0. Donc

—c—m 0 0

c —-m 0 —b

Tr(z) = 0 0 |—c—m as
0 0 c b—m

La plus grande valeur propre du bloc supérieur gauche est \;. La plus grande valeur propre du
bloc inférieur droit est

b—c++/(b+c)?+dayc
= —-m
2 9

M2

qui est clairement une fonction strictement croissante de b. De plus,

,u2:>\1<:>\/(b+c)2+4agc: \/02—1—4@10—()
& (b4 c)? + 4age = A + 4ac + b* — 2b\/c2 + da;c

& 2be + dase = 4dajc — 20n/ 2 + da,c

_ 2(&1-@2) :bl
1+ 1+ 4a;/c

DOHCM2>)\1Sib>b1,CtM2<)\1$ib<bl.

S b

Dans le deuxieme cas, on a p = 1. Donc

—c—m aq 0 0

c —b—m 0 0

Tr(z) = 0 0 —c—m a9
0 b c -m

La plus grande valeur propre du bloc inférieur droit est A,. La plus grande valeur propre du bloc
supérieur gauche est

- b 14
= c+\/(2 c)? + alc_m’
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qui est une fonction décroissante de b puisque
dy b—c
2— =-1+ <0
db V(b —¢)? +4dasc
De plus, le méme calcul que ci-dessus en échangeant a; avec as et b avec —b montre que
=X &/ (b— )2 +4dac = \/c+dage +b
2((11 — CLQ)

e :b
14+ /1+4ay/c ?

DOHC/,L1>)\QSib<bQ,et/J/1<>\2$ib>62.

S

Dans le troisieme cas, on a 0 < p < 1. Il résulte alors de 1’équation (6) que

Y5 aq c a; — a
= = + - — . 12
p yi+ys ar—ay b ¢ b2 (12)

On sait déja, d’apres le théoreme d’Euler pour les fonctions homogenes, que A\* est une valeur
propre de la matrice Jz(z) définie par (11). La question est de savoir si les trois autres valeurs
propres ont une partie réelle strictement inférieure a \*. Autrement dit, la matrice

M = Jp(z) = NI

a une valeur propre nulle (et donc un déterminant nul), et il s’agit de savoir si les autres valeurs
propres ont une partie réelle strictement négative. On a

—cHp ay 0 0
- c —bp* — 852 + ¢ 0 —b(1 — p)?
0 0 —cHg as
0 bp? c b(1 —p)? —cB3%2 4 ¢

Son polyndme caractéristique est donc de la forme
X(&§) = dét(M — €I) = £(€° + ka€® + ka& + ko).

En développant par rapport a la premiere colonne, on obtient

ay — az —bp2 B c‘“g“? e aOl—az _b(l N p)2
x@€) = —|c PR 0 —cT az
bp? c b(1—p)? —cB5%2 4 ¢
aq 0 0
—c| 0 —c=22 ao ,

bp? c b(1—p)? — 852 4 ¢

ce qui donne, avec la « régle de Sarrus »,

e = - (M5 )

{{bpszcal;aZ —c—i—{} {calzaz—i-g] [b(l—p)2—ca1;a2+c—§]

—b*p*(1 — p)? [cal ; 2 + 5} + asc {bp2 + et ; @ c+ 5] }

_c{—al [Cal g @2 + é} {b(l —p)?— Pl ; @2 +c— §] — alagc}.
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En développant les deux accolades, on trouve

ay — a2

O = - |5 g]

{—53 +¢ {b(l — )2 — bp? + 2¢ — 3¢ > aQ]

ey b

(bp2 + e ;a2 —c) (b(l —p)? e ZGQ +c> _

e (bp2 + c% - C) + aze — b’p*(1 — p)?

o — (b(l—p)z—cal_ 2+c> +

b

+e2 ; 12 (bp2 + et ; ©_ c) (b(l —p)?— 2 ; R c>

+asc (bp2 + ca1 ; @ _ c) — bp*(1 — 10)2ca1 ; (12}

—a

—c{a1§2 +¢& {Qalcal 2 a;b(1 — p)Z}

_alcal ; e (b(l —p)?— cOL1 ; e + c> - CL16LQC}.

Pour le coefficient de £ dans le polyndme (&), on a donc

ay — a2
b
a1 — a2

b

ke = ¢ —[b(l—p)2—bp2+20—30a1_a2]

b
= 4c

—2c—b(1 — 2p)
ce qui donne, en remplagant p par son expression (12) et apres simplification,

(a1 + az)b* + 2(a; — az)*c

k et
2 (CLl — ag)b

Pour le coefficient de & 2 ona

a1 — az

klz—c

{b(l )b 2o 3 ]

_lcalg%( —ca1;a2+c>+
A S

2 b (b + e b 12 )+agc—b2 (1 p)2]—alc,
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ce qui conduit, en remplacant p par son expression (12) et apres une simplification laborieuse, a

[2((11 — (12) — b][((ll + ag)b + (a1 - CLQ)C]
(a1 — ag)b '

Enfin, pour le coefficient de £, on a utilisé le logiciel de calcul formel Xcas (www .xcasenli
gne . fr) pour obtenir

]ﬁ:C

[a1b? + (ay — az)be — (a1 — az)?c][asb? + (ay — az)be — (a1 — ay)?

]
(a1 — ag)b3 .

k‘oI—C

Notons que k( peut aussi s’écrire sous la forme

ko = —k(b—01)(b—ba),

po o mee (0 2a—a) N[, 2w )
b¥(ar — as) V1+4da/c—1 V1 +4dag/c—1

Pour que les trois racines du polyndme &3 + k&2 + k€ + kg aient une partie réelle strictement
négative, il faut et il suffit d’apres le critere de Routh-Hurwitz que ks > 0, ky > 0, kg > 0 et
kika — ko > 0 [7, p. 134]. On a bien ky > 0. D’autre part, k1 > 0 lorsque 0 < b < 2(a; — ag) et
donc en particulier pour by < b < by puisque by < a; — as. On a aussi ky > 0 pour by < b < bs.
Il ne reste donc qu’a voir si k1 ko — kg > 0 lorsque b; < b < by. En développant le produit k; ko
et en ordonnant les termes selon les puissances de b, on obtient

klkg — ko = {(al — a2)502 + 2((11 — a2)4026

+[—(a1 — a2)’c® + 3(a1 + a2)(a1 — az)’c| b?
+(ap — ag) (a1 + G/Q)C b3

(
+[—(a1 — a2)(a1 + az)c + aras(ar — az) + 2(ar + a2)?*(ar — az)]b*
C
—(

a + ag) }—(al — a2>2b3 .

On regroupe certains termes :

k’lkg — ]{30 = {(CLl — CL2)5C2 + (CLl — CL2>3C2b[2(a1 — CLQ) — b}
+3(a1 + az)(ar — a2)’cb® + (aF — a3)cb®[(ar — az) — b]

c
+ajas(a; — az)b* + (a1 + a2)*b*[2(ay — a —b}—.
1a2(ay 2) (a1 2) [ (a1 2) } (@ — a2)2?
Comme b < by < a; — a9, on voit que les termes entre crochets sont tous strictement positifs.

Ainsi k1ky — kg > 0. La troisieme solution est donc bien asymptotiquement stable pour b; <
b < bs. O

IV UN EXEMPLE

Prenons a; = 10% par an. Rappelons que ce paramétre est égal au nombre de naissances dans
les familles avec une fécondité élevée divisé par la population adulte avec une fécondité élevée,
et non le taux de natalité employé habituellement en démographie, qui divise par la population
totale. Prenons aussi : a; = 4% par an, ¢ = 5% par an (de sorte que 1/c = 20 ans) et m = 2%
par an. L’espérance de vie a la naissance est donc 1/m = 50 ans. Rappelons qu’en 2017, les
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espérances de vie pour les hommes et pour les femmes étaient par exemple égales a 52 et 55
ans en Cote d’Ivoire, a 51 et 54 ans au Tchad, a 50 et 53 ans en Centrafique [18].

Avec ces valeurs des parametres, on obtient d’une part A\; = 3% par an et Ay ~ 0,62% par
an, d’autre part b; = 3% par an et by ~ 3,9% par an. La figure 1 montre les différents taux de
croissance Aj, A* et A\, en fonction de b. C’est dans ’intervalle |b;, bo[ qu’il y a une transition
démographique partielle avec un taux de croissance \*. Par comparaison, le taux d’accroisse-
ment naturel est de 2,4% par an en Cote d’Ivoire, de 3,3% au Tchad et de 2,2% en Centrafique.
Le Tchad serait donc plut6t dans le cas oul b < by, tandis que les deux autres pays seraient dans
la situation intermédiaire avec by < b < b,.

0.05 -
0.04 4
A
0.03 .
~
S M1
S o -
0.02- S~
7 ~
Vd
s 7‘2
0.014 -
s 1
”
[
O " " ! " "
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

FIGURE 1 - Les taux asymptotiques de croissance de la population A;, A* et Ay (ligne continue) en
fonction du coefficient de mimétisme b (en abscisse). Les valeurs propres (1 et 2 sont en pointillé.

Pour ce modele, on peut calculer la proportion de « jeunes » dans la population. Lorsque b < by,
elle vaut 1 /(x1 + 1) = 1/(1 4+ ¢/(A\ +m)) = 50%. Lorsque b > b, elle vaut zo/ (12 + 1) =
1/(1+ ¢/(Aa +m)) ~ 34%. Néanmoins, étant donnée la structure du modele, ces « jeunes »
auraient une moyenne d’age 1/(c + m) de 14,3 ans. Il est donc difficile de comparer avec les
statistiques démographiques. D’apres [18], la proportion des moins de 15 ans est de 43% en
Cote d’Ivoire, de 48% au Tchad et de 44% en Centrafique.

On en déduit aussi que le taux de natalité est a;y;/(z1 + y1) = aic/(A + m + ¢) = 50 pour
1000 habitants si b < by, asys/(x2 + y2) = asc/(A2 +m + ¢) = 26 pour 1000 habitants si
b > by. Pour les trois pays déja considérés, les chiffres sont dans 1’ordre 37, 46 et 36 pour 1000
habitants.

Ainsi donc, les valeurs choisies pour les parametres sont relativement réalistes.

V LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

L’ étude de stabilité n’était jusqu’ici que locale. Comme le systeme est de dimension 4 et comme
il se rameéne au mieux a un systeme de dimension 3, il ne semble pas possible d’utiliser le
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théoreme de Poincaré et Bendixson pour déterminer le comportement asymptotique global,
contrairement au modele démographique avec mariage de plus petite dimension de [12, chap. 4].

Il est également difficile de trouver une fonction de Liapounov convenable. Quoique notre sys-
teme homogene puisse se transformer en un systeme avec uniquement des termes linéaires ou
quadratiques si 1’on prend comme nouvelles inconnues X; /(Y1+Y3), Y1/(Y1+Y3), Xo/(Y1+Y3)
et Y2/(Y1 4+ Y3), la fonction de Liapounov avec des termes logarithmiques utilisée par exemple
par [8] pour une classe particuliere de pareils systemes ne semble pas convenir.

En s’inspirant du modele linéaire de population de [15, p. 80], on obtient cependant la proposi-
tion suivante.

Proposition 3:
La fonction

est toujours positive et décroissante.

Démonstration. Posons plus généralement V' (t) = £[e X, (¢)]* + 1 k[e Y, (t)]? avec k > 0.
Alors

av
% = 672/\tX1[—>\X1 —+ G1Yi — (C -+ m)Xl]
_ Y1Ys
+ke Y, [ =AY] + cXp —mY; — b :
e 1 1T AL — i Y, + Y,
Comme Y;(t) > 0 et Y2(t) > 0, le terme avec b en facteur est négatif et il reste

av
— < e [(A—c—m)XT + (a1 + ko) X1Yi — A+ m)k Y] .

Pourvu que A + ¢ + m # 0, on obtient

av a + ke 2
— < e (A X ———" Y
a = { ( +C+m){ YoMt e+m) !
(a1 + ke)? 9
—— — (A k| Y7 3.
+[4()\+c+m) A+ m)k| ¥y

Choisissons \ de sorte que le coefficient de Y;? s’annule. On trouve que

—c4 £/ + 2aic+ a}/k + ke?
A= -m
2
Pour avoir A + ¢ +m > 0, ne conservons que la racine avec un + dans 4. Cette racine, qui
dépend de £, est minimale si a% [k + kc? est minimal, ¢’est-a-dire si k = a, /c. Avec ce choix,
onal= A\ et

v _ oy €+ VEE +4dagc {X AL +m
dt 2 c

2
] <o
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Notons que V' (¢) converge vers une limite positive ou nulle. En particulier, il existe une constante
K > 0 telle que pour tout t > 0, X;(t) < K eMtet Yi(t) < K eM,

Proposition 4:
La fonction

W(t) = gl Xl + 5 2 V()]
avec
)\:b—c+\/(b+c)2+4a20_m 13

2

est toujours positive et décroissante.

Démonstration. Posons plus généralement W (t) = $[e ™ X, (t)]* + S k[e M V5(¢)]* avec k > 0.
Alors
aw
W = €72AtX2[—)\X2 -+ ClQYé — (C -+ m)Xg]
- V1Y
ke MY, | =AYy + cXo —mYa + b .
2 2 2 e

Comme Y7 /(Y1 + Y5) < 1, on obtient

% < e =N+ e+ m)XE + (a2 + ko) XoYs + k(b — X —m)Yy] .
Pourvu que A 4+ ¢ + m # 0, on peut écrire que
dw a + ke ?
< el () Xo——2" Y,
a = { ( —I—c—l—m)[ 22\ +c+m)
(as + kc)? )
k(b—\— ——— | Y5 ;.
+[( m)+4()\+c+m) 2

Choisissons ) de sorte que le coefficient de Y;? s’annule. On trouve que

b=t/ (b+ )+ 2asc + a3k + kc?
B 2
Pour avoir A + ¢ +m > 0, ne conservons que la racine avec un + dans 4. Cette racine, qui

dépend de k, est minimale si a3 /k + kc? est minimal, ¢’est-a-dire si k = ay/c. Alors \ est donné
par la formule (13) et on a bien dWW/dt < 0. [

A

Ces deux dernieres propositions ne permettent pas de distinguer les différents comportements
asymptotiques selon la valeur de b. On conjecture néanmoins, étant données les propositions 1
et2, que:
— i b < by, alors
-\
€ lt(Xlai/lyX%}/Q) — ('Ilvyla()?o)

t——+o0

avec 1 > 0,y; > Oet (A + m)y; = cxy; c’est la population avec une fécondité élevée
qui en proportion finit par dominer;
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— si by < b < by, alors

e NNX1, Y1, Xo, Ya) — (21,41, %2, 12)
t—+o00
et il existe une constante o > 0 telle que (z1,y1, 22, %2) = alx],y;, x5, vys), ce der-
nier vecteur étant celui de la proposition 1. Il y a coexistence en proportion des sous-
populations avec des fécondités différentes;
— sib > by, alors

— Aot
e (X17E>X2753)t_jo>0(0,07$2;y2)

avec o > 0, yo > 0 et (A\y + m)ys = cxo; c’est la population avec une fécondité basse
qui en proportion finit par dominer.

Ainsi donc, la transition démographique partielle observée dans certains pays d’ Afrique subsa-
harienne pourrait correspondre au cas intermédiaire ou by < b < bs.

Pour soutenir cette conjecture, considérons 1’exemple numérique de la section précédente. Pre-
nons une condition initiale quelconque, par exemple X;(0) = Y7(0) = X5(0) = Y5(0) =1
(comme le systeme est homogene, on peut penser a 1 million). La figure 2 montre comment le
systeme se comporte selon la position de b par rapport a by et by. Si la conjecture semble bien
se confirmer, on notera cependant dans le cas ou b; < b < by que le temps caractéristique de
convergence est assez long; la deuxieéme valeur propre de la matrice Jr(z) est proche de \*.

VI CONCLUSION

Quoique encore incomplete d’un point de vue mathématique, notre étude est néanmoins plus
précise que celle du modele analogue de [19]. On a vu que méme pour un systeme d’équations
différentielles ordinaires homogenes, 1’étude de la stabilité lin€aire n’est pas triviale, tandis que
la stabilité globale nous échappe encore. Cela donne une idée de la difficulté qu’il y aura a
traiter le cas d’un systéme d’équations aux dérivées partielles.

On espere que tout ceci stimulera 1’étude mathématique de nouveaux modeles pour la transition
démographique. Il s’agit d’un phénomene global de toute premiere importance, souvent moins
évoqué que la pollution, le réchauffement climatique ou les épidémies. C’est en tout cas un enjeu
majeur pour I’ Afrique subsaharienne [21]. Notre modele aborde le probleme qualitativement.
Sans doute faudrait-il développer aussi des modeles plus quantitatifs, plus proches des données
démographiques.
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