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RÉSUMÉ. Nous analysons, dans ce travail, l’effet de l’hydrolyse sur le comportement du processus
de digestion anaérobie et sur la production du biogas (méthane et hydrogène). Nous considérons
deux modélisations possibles de l’hydrolyse. Nous supposons, dans un premier temps, que l’hy-
drolyse se fait d’une manière purement enzymatique puis nous faisons intervenir un compartiment
microbien hydrolytique dans le modèle. Les modèles considérés font intervenir l’inhibition de la crois-
sance des bactéries acétogènes (respectivement méthanogènes hydrogénotrophes) par l’hydrogène
(respectivement, par l’acétate). Pour analyser l’effet de ces inhibitions, en présence de l’étape d’hy-
drolyse, nous faisons, dans un premier temps, l’étude d’un modèle sans inhibition. Nous déterminons
les équilibres des modèles étudiés et nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour
leur stabilité. Les régions d’existence et de stabilité des équilibres sont illustrées par des diagrammes
opératoires. Nous montrons que la modélisation de la phase d’hydrolyse par une activité enzymatique
constante affecte la production du méthane et de l’hydrogène. En outre, l’introduction du comparti-
ment microbien hydrolytique fait apparaître de nouveaux équilibres et affecte les régions de stabilité.
Nous prouvons que le taux maximal de méthane et d’hydrogène produit est atteint en un équilibre
stable.

ABSTRACT. We investigate, in this work, the effects of hydrolysis on the behavior of the anaero-
bic digestion process and the production of biogas (namely, the methane and the hydrogen). Two
modelisations of the hydrolysis process are involved. We consider, first, that the microbial enzymatic
activity is constant, then we take into consideration an explicit hydrolytic microbial compartiment for
the substrate biodegradation. The considered models include the inhibition of acetoclastic and hy-
drogenotrophic methanogens. To examine the effects of these inhibitions in presence of a hydrolysis
step, we first study an inhibition-free model. We determine the steady states and give sufficient and
necessary conditions for their stability. The existence and stability of the steady states are illustrated
by operating diagrams. We prove that modelling the hydrolysis phase by a constant enzymatic activity
affects the production of methane and hydrogen. Furthermore, introducing the hydrolytic microbial
compartment makes appear new steady states and affects the stability regions. We prove that the
maximal rate production of methane and hydrogen is reached in one stable steady-state.

MOTS-CLÉS : Digestion anaérobie, chemostat, stabilité, diagrammes opératoires, production biogaz.
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1. Introduction
La digestion anaérobie (D.A.) est un processus naturel au cours duquel la matière

organique se transforme en biogaz dans un milieu sans oxygène. Elle est utilisée pour le
traitement des eaux usées et des déchets organiques solides pour la production de méthane
ou d’hydrogène. La digestion anaérobie peut-être décrite synthétiquement comme un pro-
cessus comprenant quatre grandes étapes : l’hydrolyse, l’acidogenèse, l’acétogenèse, et la
méthanogenèse hydrogénétrophe et acétoclastique. Au cours de la première étape, les
molécules organiques complexes (X0) sont décomposées en substrat simple (S). Pendant
l’acidogenèse, les bactéries acidogènes (XS) convertissent le substrat (S) en acide acé-
tique (A), acide gras volatile (V ) et alcool, hydrogène (H) et dioxyde de carbone. Ensuite,
l’acide gras volatile et les alcools sont consommés par les bactéries acétogènes (XV ) et
ils sont convertis en acide acétique (A) ainsi qu’en dioxyde de carbone et hydrogène (H).
Dans la phase finale, les bactéries méthanogènes acétoclastes (XA) convertissent l’acide
acétique (A) en méthane et en dioxyde de carbone, tandis que les bactéries méthanogènes
hydrogénotrophes (XH ) convertissent l’hydrogène (H) et le dioxyde de carbone en mé-
thane, voir Figure 1.

Figure 1. Les étapes de la digestion anaérobie

La majorité des études faites sur les modèles de digestion anérobie s’intéressent aux
trois principales phases : l’acidogenèse, l’acétogenèse et la méthanogenèse. Néanmoins,
il a été prouvé que l’activité des bactéries hydrolytiques, durant l’étape d’hydrolyse, peut
affecter l’ensemble du système, voir [7], [10]. Cette étape permet la dégradation des sub-
strats sous forme solide (matière organique) en substrats sous forme soluble (substrat
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simple). Ce processus d’hydrolyse peut-être modélisé de manières différentes :
– on peut considérer que l’hydrolyse se fait d’une manière purement enzymatique.
– ou on tient compte des bactéries qui dégradent la matière organique pour produire

du substrat simple, le modèle est alors dit avec compartiment microbien hydrolytique.
L’étude d’un modèle de digestion anaérobie à trois étapes incluant une phase d’hydro-

lyse a été faite dans [2]. Il a été démontré que le système peut avoir des comportements
qualitatifs très différents, selon la modélisation de l’hydrolyse considérée et qu’il peut
présenter, selon les conditions initiales, de la bistabilité ou de la quadri-stabilité.

Nous nous intéressons aux modèles décrits dans [11] où trois des quatre étapes princi-
pales de digestion anaérobie, l’acidogenèse, l’acétogenèse et la méthanogenèse, sont dé-
crites par un système d’équations différentielles, modélisant l’interaction des populations
microbiennes dans un chemostat. Les micro-organismes consomment et/ou produisent des
substrats simples, des alcools et des acides gras, de l’acide acétique et de l’hydrogène. Les
bactéries acétogènes et méthanogènes hydrogénotrophes interagissent par une relation de
syntrophie. Le modèle comprend également l’inhibition des bactéries méthanogènes acé-
toclastes et hydrogénotrophes. La première étape de digestion anaérobie qui est l’étape
d’hydrolyse n’est pas modélisée dans [11]. Nous nous proposons d’ajouter cette étape
d’hydrolyse et d’étudier les systèmes résultants. Nous déterminons les équilibres et nous
étudions leur stabilité. Nous nous intéressons également au taux de biogas produit. Les
modèles que nous nous proposons d’étudier s’écrivent sous la forme :



dX0

dt = D(X0in −X0)− r0

dS
dt = D(Sin − S)− 1

cs
gS(S)XS + k0r0

dXS

dt = (gS(S)−D)XS

dV
dt = −DV + γsvgS(S)XS − 1

cv
gV (V,H)XV

dXV

dt = (gV (V,H)−D)XV

dA
dt = −DA+ γsagS(S)XS + γvagV (V,H)XV − 1

ca
gA(A)XA

dXA

dt = (gA(A)−D)XA

dH
dt = −DH + γshgS(S)XS + γvhgV (V,H)XV − 1

ch
gH(H,A)XH

dXH

dt = (gH(H,A)−D)XH .

(1)

X0in est la concentration du substrat solide (lentement biodégradable) à l’entrée du
chémostat. r0 est la vitesse de réaction de l’hydrolyse qui dépend des variables d’état
selon la modélisation considérée. Sin est la concentration du substrat soluble (rapidement
biodégradable) à l’entrée du chémostat et D est le taux de dilution. cs, cv , ca, ch sont les
coefficients de rendement des bactéries et γsv , γsa, γsh, γva, γvh sont des rapports entre
le rendement du produit et le rendement de la biomasse. gS(.), gA(.), gV (., .) et gH(., .)
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sont les taux de croissance spécifiques. Nous supposons dans toute la suite qu’ils sont de
classe C1.

Plusieurs facteurs sont susceptibles d’inhiber cette croissance. Dans le modèle (1), les
inhibitions suivantes seront intégrées :

– l’inhibition des bactéries acétogènes par un excès d’hydrogène dans le système.
– l’inhibition des bactéries méthanogènes hydrogénotrophes par des concentrations

élevées de l’acide acétique A
– la croissance des bactéries méthanogènes acétoclastes n’a lieu que pour certaines

concentrations de l’acide acétique A.
L’objectif de ce travail est d’étudier, dans un premier temps, l’effet de l’hydrolyse sur

les propriétés d’un modèle sans inhibition, puis d’un modèle tenant compte des inhibi-
tions. L’hydrolyse est modélisée des deux manières décrites précédemment. Hormis la
détermination des équilibres et l’analyse de la stabilité, nous nous proposons de déter-
miner laquelle des voies métaboliques du processus de la digestion anaérobie permet de
maximiser les taux de biogas (méthane et hydrogène) produits, dans des modèles incluant
l’étape d’hydrolyse. L’optimisation du biogaz a été considérée en particulier dans [12]
et plus récemment dans [1], pour des modèles à deux ou à trois étapes. Dans ce travail,
l’étude combine et étend les résultats obtenus dans [2] pour un modèle à deux étapes et
ceux de [11], qui ne tient pas compte de l’étape de l’hydrolyse.

Cet article est organisé comme suit. Dans la section 2, nous analysons le modèle (1)
où l’hydrolyse est considérée comme une phase purement enzymatique. La vitesse de
la réaction est donnée par r0(t) = khydX0(t), où khyd est une constante et X0 est la
concentration du substrat lentement biodégradable. Pour étudier l’effet de l’inhibition en
présence de la phase d’hydrolyse, nous considérons, dans la section 2.1, le modèle (1)
sans tenir compte des inhibitions décrites précédemment. Nous déterminons les équilibres
du système et nous étudions leur stabilité globale. Ces résultats sont illustrés par des dia-
grammes opératoires qui décrivent les régions d’existence et de stabilité des équilibres, en
fonction des paramètres de contrôleD, Sin etX0in. Nous nous intéressons également aux
taux maximaux du méthane et de l’hydrogène produits. Ce taux est exprimé en fonction
de la dilution D, pour des valeurs des concentrations X0in et Sin fixés dans un intervalle
de valeurs donné. Dans la section 2.2, les inhibitions sont intégrées dans le modèle. L’ana-
lyse des équilibres est effectuée. Les régions de stabilité des équilibres sont illustrées par
des diagrammes opératoires et les taux de méthane et d’hydrogène produits sont déter-
minés. Dans la section 3, nous étudions le modèle (1) en considérant un compartiment
microbien hydrolytique pour modéliser la phase d’hydrolyse. La vitesse de réaction est
alors r0(t) = g0(X0(t))XS(t), avec g0(.) est le taux de croissance microbienne spéci-
fique de XS sur X0. L’étude du sous-modèle composé des trois premières équations du
modèle (1) montre l’existence d’au maximum trois équilibres, ce qui donne naissance au
maximum dix-sept équilibres du système complet (1). Vu la complexité de l’étude dans
ce cas, nous nous limitons au cas sans inhibition. L’existence et la stabilité des équilibres
sont discutées et les résultats obtenus sont illustrés par des diagrammes opératoires dans
le plan (D,Sin). Nous montrons que la production maximale du méthane et de l’hydro-
gène varie suivant les concentrations des substrats lentement et rapidement biodégradable
à l’entrée.

4

28   ARIMA   -   Volume 28   -   2019



2. L’analyse du modèle avec hydrolyse enzymatique
On considère, ici, le modèle (1) avec r0 = khydX0. Nous commençons par étudier

le modèle sans effet d’inhibition. Cela veut dire que la fonction de croissance gV ne
dépend donc pas de H , que gH ne dépend pas de A et que gA est une fonction croissante
en A. Nous généralisons, ensuite, notre étude au cas de l’inhibition par l’acétate et par
l’hydrogène.

2.1. Le modèle sans inhibition
Dans ce cas, on pose gV (V ) = gV (V, 0) et gH(H) = gH(H, 0) et on suppose que :

(H1) gS(0) = 0 et gS(.) est croissante sur ]0,+∞[.

(H2) gV (0) = 0 et gV (.) est croissante sur ]0,+∞[.

(H3) gA(0) = 0 et gA(.) est croissante sur ]0,+∞[.

(H4) gH(0) = 0 et gH(.) est croissante sur ]0,+∞[.

Pour l = S, V,A et H , on note λl la solution de l’équation gl(λl) = D, si elle existe
et λl = +∞, sinon.
Notons que, d’après le principe de la conservation de la matière, on a

1 + γsv + γsa + γsh 6
1

cs

C’est à dire que la quantité de S dégradée est supérieure ou égale à la somme des quantités
deXS qui s’est développée et de V,A etH produites. De la même manière, on a 1+γva+
γvh 6 1

cv
, 1 6 1

ca
et 1 6 1

ch
.

Nous commençons par montrer le résultat suivant :

Proposition 2.1. Pour des valeurs initiales positives, les solutions du système (1) restent
positives et bornées, pour tout t ≥ 0.

Preuve : On peut montrer par des arguments standards la positivité des solutions de
(1) , voir par exemple [2]. Pour démontrer que toutes les solutions de (1) sont bornées, on
pose

Z = k0X0 + S + 1
cs
XS + V + 1

cv
XV − γsvXS +A+ 1

ca
XA − γvaXV − γsaXS

+H + 1
ch
XH − γvhXV − γshXS .

(2)
En dérivant Z, on montre que Z ′ = D(S+

in − Z), avec S+
in = k0X0in + Sin. On pose

alors V = Z − S+
in. En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient V (t) = V (0)e−Dt,

pour tout t > 0. Par conséquent,

Z(t) = S+
in + (Z(0)− S+

in)e−Dt, pour tout t > 0

et on en déduit que

Z(t) 6 max(Z(0), k0X0in + Sin), pour tout t > 0.

Comme Z = k0X0 +S+ ( 1
cs
− γsv − γsa− γsh)XS +V + ( 1

cv
− γva− γvh)XV +A+

1
ca
XA + H + 1

ch
XH . D’après la remarque précédente, on a 1

cs
− γsv − γsa − γsh > 0

et 1
cv
− γva − γvh > 0. Par suite, on peut conclure que les solutions de (1) sont bornées,

pour tout t > 0.

5
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2.1.1. Existence et stabilité des équilibres
La première équation du modèle (1) peut être découplée du reste du système. En effet,

l’évolution de la variable X0 est indépendante de l’évolution des autres variables. L’étude
de la première équation du modèle (1) montre qu’à l’équilibre, X0 converge globalement
vers X∗0 = D

D+khyd
X0in > 0.

De même, l’évolution du couple (S,XS) est indépendante de l’évolution des variables
V , A et H . A l’équilibre de X0, la deuxième et la troisième équation de (1) peuvent
être découplées des équations suivantes, elles se réduisent aux équations d’un chémo-
stat simple. On peut en déduire que si S∗in = Sin +

k0khyd

D X∗0 < λS alors (S∗in, 0) est
le seul équilibre dans [0,+∞[×[0,+∞[. Il est globalement asymptotiquement stable. Si
S∗in > λS alors l’équilibre (λS , X

∗
S) existe dans ]0,+∞[×]0,+∞[. Il est globalement

asymptotiquement stable et l’équilibre (S∗in, 0) est instable, voir [9].

D’après ce qui précède, on peut déduire que le système (1) possède neuf équilibres
donnés dans la Proposition 2.2.

Proposition 2.2. Sous les hypothèses (H1)-(H4), le système (1) possède neuf points
d’équilibre décrits dans le tableau 1.

Équilibre X0 S XS V XV A XA H XH

El X∗0 S∗in 0 0 0 0 0 0 0

E0 X∗0 λS X∗S V (0) 0 A(0) 0 H(0) 0

EH X∗0 λS X∗S V (0) 0 A(0) 0 λH ch(H(0)

−λH)

EA X∗0 λS X∗S V (0) 0 λA ca(A(0) − λA) H(0) 0

EAH X∗0 λS X∗S V (0) 0 λA ca(A(0) − λA) λH ch(H(0)

−λH)

EV X∗0 λS X∗S λV X∗V A 0 H 0

EV H X∗0 λS X∗S λV X∗V A 0 λH ch(H
−λH)

EV A X∗0 λS X∗S λV X∗V λA ca(A− λA) H 0

E∗ X∗0 λS X∗S λV X∗V λA ca(A− λA) λH ch(H
−λH)

Tableau 1. Les équilibres du modèle (1) sans inhibition, dans le cas où r0 = khydX0

avec
• X∗0 = ( D

D+khyd
)X0in, S∗in = (

k0khyd

D+khyd
)X0in + Sin,

• X∗S = cs(S
∗
in − λS), X∗V = cv(V (0) − λV ),

• V (0) = γsvX
∗
S , A(0) = γsaX

∗
S , H(0) = γshX

∗
S ,

• A = A(0) + γvaX
∗
V , H = H(0) + γvhX

∗
V .

Notons qu’en ajoutant l’étape d’hydrolyse enzymatique dans le modèle étudié dans
[11], une nouvelle composante X∗0 apparaît dans les composantes de chaque équilibre
et le substrat à l’entrée Sin devient plus grand S∗in = (

k0khyd

D+khyd
)X0in + Sin. Ainsi, la

concentration des bactéries acidogènes X∗S augmente quand Sin augmente. De même,
pour les bactéries XV , XA et XH et les concentrations de V,A et H . La condition de

6
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persistance de XS pour le modèle sans hydrolyse est Sin > λS et pour le modèle avec
hydrolyse est S∗in > λS , avec S∗in = (

k0khyd

D+khyd
)X0in + Sin > Sin. XS se trouve donc

favorisé par l’ajout du terme d’hydrolyse, puisque recevant davantage de substrat.
En appliquant la même technique que [11, Lemme 3.1], on peut déduire un résultat de
stabilité globale des équilibres du système (1) . Les conditions d’existence et de stabilité
globale des équilibres du système (1) sont résumées dans la proposition suivante :

Proposition 2.3. Sous les hypothèses (H1) - (H4), les conditions d’existence et de stabi-
lité des équilibres du système (1) sont données par :

L’équilibre Conditions d’existence Conditions de stabilité globale
El toujours S∗in < λS

E0 S∗in > λS A(0) < λA , H(0) < λH

et V (0) < λV

EH H(0) > λH A(0) < λA et V (0) < λV

EA A(0) > λA H(0) < λH et V (0) < λV

EAH A(0) > λA et H(0) > λH V (0) < λV

EV V (0) > λV A < λA et H < λH

EV H V (0) > λV et H > λH A < λA

EV A V (0) > λV et A > λA H < λH

E∗ V (0) > λV , A > λA et H > λH Lorsqu’il existe

Tableau 2. Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres du système (1) sans
inhibition, dans le cas où r0 = khydX0.

La preuve de la proposition 2.3 et des propositions suivantes sont données dans l’an-
nexe.

2.1.2. Diagrammes opératoires
Les diagrammes opératoires décrivent, dans le plan, les régions de stabilité des équi-

libres selon les paramètres de contrôle D, Sin et X0in. Dans un premier temps, X0in

est fixé et le comportement du système (1) est décrit dans le plan (D,Sin). Ensuite, nous
fixons la valeur de Sin et nous traçons les diagrammes opératoires dans le plan (D,X0in).

2.1.2.1 Diagrammes opératoires dans le plan (D,Sin)

Nous traçons les diagrammes opératoires dans le plan (D,Sin) pour des valeurs diffé-
rentes de la concentrationX0in du substrat solide à l’entrée. Ces diagrammes sont obtenus
en prenant des fonctions de croissance de type Monod :

gl (l) =
mll

kl + l
, avec l = S, V,A,H.

Les valeurs des paramètresml et kl, l = S, V,A,H , sont celles du tableau A1 de [11]. Ces
fonctions vérifient les hypothèses (H1) − (H4). Les régions R1, · · · , R5 sont définies
dans la proposition 2.4 et correspondent, respectivement, aux régions d’existence et de
stabilité des équilibres El, E0, EH , EAH et E∗.

7
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La figure 2 représente les diagrammes opératoires dans le plan (D,Sin) pour X0in =
0 et X0in = 1. Pour X0in = 0, on obtient le même diagramme opératoire de [11] (voir
Figure 4 de [11]).

Figure 2. Diagramme opératoire, dans le plan (D,Sin), à gauche pour X0in = 0, à droite
pour X0in = 1.

Notons pour l = S, V,A et H , les solutions respectives λl des équations gl(λl) = D.
Elles sont données par :

λS =
Dks

ms −D
, λV =

Dkv
mv −D

, λA =
Dka

ma −D
, et λH =

Dkh
mh −D

.

Elles sont définies pour 0 < D < min(ms,mv,ma,mh).
Définissons les fonctions F , KH , KA et KV par :

F (D) = λS−
k0khyd
D + khyd

X0in, KH(D) =
λH
γshcs

, KA(D) =
λA
γsacs

et KV (D) =
λV
γsvcs

.

Nous nous plaçons dans le cas où :

gV (V (0)) < gA(A) < gH(H) < gA(A(0)) < gH(H(0)) < gS(S∗in). (3)

Ces conditions sont vérifiées par le jeu de paramètres choisi dans [11], voir tableau A1.
Si l’inégalité (3) est vérifiée, on peut montrer en utilisant la proposition 2.3 que :

Proposition 2.4. Le plan (D, Sin) est divisé en cinq régions décrites dans le tableau 3 :

8
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Condition Région El E0 EH EA EAH EV EV H EV A E∗

Sin < F (D) R1 GAS
Sin > F (D)

et Sin < KH(D) + F (D) R2 I GAS
Sin > KH(D) + F (D)

et Sin < KA(D) + F (D) R3 I I GAS
Sin > KA(D) + F (D)

et Sin < KV (D) + F (D) R4 I I I I GAS
Sin > KV (D) + F (D) R5 I I I I I I I I GAS

Tableau 3. Existence et stabilité des équilibres du système (1) sans inhibition, dans le cas
où r0 = khydX0, selon (D,Sin)

L’abréviation GAS (resp. I) signifie que l’équilibre correspondant est globalement
asymptotiquement stable (resp. instable). L’absence de lettres signifie que l’équilibre
n’existe pas.

En augmentant la valeur du substrat solide X0in, on peut remarquer que la taille
des régions de stabilité s’agrandit. Par suite, en ajoutant l’étape d’hydrolyse, les régions
de stabilité des équilibres dans le plan (D, Sin) augmentent de taille en fonction de la
concentration X0in du substrat solide à l’entrée. D’après la Figure 2 à droite, quand la
concentration du substrat solide X0in devient plus grande et que le taux de dilution D est
faible (région R5) alors pour n’importe quelle valeur de substrat soluble Sin, le système
converge vers l’équilibre de coexistence E∗. Par contre, si le taux de dilution D est im-
portant (région R1), le système converge vers l’équilibre de lessivage El.
Les équilibres EA, EV , EV H et EV A sont instables, dans ce cas.

2.1.2.2 Diagrammes opératoires dans le plan (D,X0in)

Nous traçons le diagramme opératoire dans le plan (D,X0in) pour différentes va-
leurs de Sin. La Figure 3 présente les diagrammes opératoires dans le plan (D,X0in)
pour Sin = 0 et Sin = 1. Les régions J1, · · · , J5 sont définies dans la proposition 2.5
et correspondent, respectivement, aux régions d’existence et de stabilité des équilibres
El, E0, EH , EAH et E∗.

Figure 3. Diagrammes opératoires dans le plan (D,X0in), à gauche pour Sin = 0, à droite
pour Sin = 1.
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Là aussi, la taille des régions de stabilité des équilibres augmente avec la concentration
Sin. Si Sin est élevée etD est faible (région J5) alors le système converge vers l’équilibre
de coexistenceE∗. Si le taux de dilutionD est important (région J1), le système converge
vers l’équilibre de lessivage El.
Nous définissons les fonctions :

G(D) =
(λS − Sin)(D + khyd)

k0khyd
, LH(D) =

λH(D + khyd)

γshcsk0khyd
,

LA(D) =
λA(D + khyd)

γsacsk0khyd
et LV (D) =

λV (D + khyd)

γsvcsk0khyd
.

Si l’inégalité (3)est vérifiée, on peut montrer, en utilisant la proposition 2.3, le résultat
suivant :

Proposition 2.5. Le plan (D,X0in) est divisé en cinq régions décrites dans le tableau 4 :

Condition Région El E0 EH EA EAH EV EV H EV A E∗

X0in < G(D) J1 GAS
X0in > G(D),

et X0in < LH(D) +G(D) J2 I GAS
X0in > LH(D) +G(D) ,

et X0in < LA(D) +G(D) J3 I I GAS
X0in > LA(D) +G(D) ,

et X0in < LV (D) +G(D) J4 I I I I GAS

X0in > LV (D) +G(D) J5 I I I I I I I I GAS

Tableau 4. Existence et stabilité des équilibres du système (1)sans inhibition, dans le cas
où r0 = khydX0, selon (D,X0in).

2.1.3. Taux de biogaz produit
A partir de l’analyse des équilibres du modèle, nous déterminons le taux du méthane

et de l’hydrogène produits en chaque équilibre et nous identifions la voie qui donne une
production maximale.

2.1.3.1 Taux de méthane produit
Le taux de méthane produit, en un équilibre E, est donné par la formule suivante :

QCH4 = α1gA(A|A=A∗ )XA|XA=X∗
A

+ α2gH(H|H=H∗ )XH|XH=X∗
H

avec α1 = 1−ca
ca

et α2 = 1−ch
ch

.
Remarquons que d’après le schéma réactionnel de la Figure 1, le méthane CH4 est

produit par les bactéries acétogènes XA ou par les bactéries méthanogènes hydrogéno-
trophes XH . Pour avoir un maximum de méthane produit, il faut choisir XA 6= 0 et
XH 6= 0. Les équilibres où les concentrations des biomasses XA et XH sont non nulles
sont E∗ et EAH . Donc, le taux de méthane produit peut être maximal soit à l’équilibre
EAH ou à l’équilibre positif E∗.
On peut vérifier ce résultat en calculant le taux de méthane produit, pour chaque équilibre,
voir le tableau 5.
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Équilibre QCH4

El, E0 et EV 0

EH α2chD(H(0) − λH)

EA α1caD(A(0) − λA)

EAH α1caD(A(0) − λA) + α2chD(H(0) − λH)

EV H α2chD(H − λH)

EV A α1caD(A− λA)

E∗ α1caD(A− λA) + α2chD(H − λH)

Tableau 5. Taux de méthane produit en chaque équilibre du modèle (1) sans inhibition,
dans le cas où r0 = khydrX0.

En effet, rappelons que A = A(0) + γvacv(V (0) − λV ) et H = H(0) + γvhcv(V (0) −
λV ). Rappelons aussi que EH existe si H(0) > λH et que EA existe si A(0) > λA. Sous
ces deux conditions, EAH existe et le taux de méthane QCH4

à l’équilibre EAH est plus
grand que celui à l’équilibre EA et à l’équilibre EH . De même, EV H existe si H > λH
et V (0) > λV et EV A existe si A > λA et V (0) > λV . On déduit que, si E∗ existe alors
le taux de méthane QCH4 à l’équilibre E∗ est plus grand que celui à l’équilibre EV A et à
l’équilibre EV H .En conclusion, on a :

– Si V (0) > λV , alors A > A(0) et H > H(0). Dans ce cas, E∗ existe et est stable et
le taux de méthane produit est maximal à l’équilibre E∗.

– Si V (0) < λV alors A < A(0) et H < H(0). Dans ce cas, EAH existe et est stable
et le taux de méthane produit est maximal à l’équilibre EAH .

On représente, dans la Figure 4, le taux maximal du méthane produit en fonction de la
dilution D. On fait varier la valeur de la concentration du substrat sous forme particulaire
X0in et a valeur de la concentration du substrat sous forme soluble Sin de telle manière à
maintenir la somme X0in + Sin constante.

Figure 4. La variation des taux de méthane pour Sin + X0in = 10 : Les courbes bleues
représentent les taux de méthane à l’équilibreE∗ et les courbes roses les taux de méthane
à l’équilibre EAH , selon les valeurs de X0in et de Sin.

Dans la mesure où il existe un rendement de conversion du substrat solide en substrat
soluble, selon que la matière organique se trouve sous l’une ou l’autre forme, la produc-
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tion de méthane diffère, voir Figure 4. Pour une même valeur de X0in + Sin, on produit
plus de méthane en augmentant la concentration Sin du substrat sous forme soluble qu’en
augmentant la concentration X0in du substrat sous forme particulaire.

Remarque : Si les valeurs des concentrations à l’entrée Sin et X0in sont plus élevées
(X0in + Sin est supérieure à la valeur 10), alors la courbe du taux maximal du méthane
produit, en fonction de D, garde la même concavité et le maximum s’approche de la
droite d’équation D = min(ms,mv,ma,mh). Mais, si ces concentrations sont assez
faibles alors le maximum est plus proche de l’axe des ordonnées D = 0.

2.1.3.2 Taux d’hydrogène produit
Le taux d’hydrogène produit est donné par la formule suivante :

QH2 = α3gS(S|S=S∗ )XS|XS=X∗
S

+ α4gV (V|V =V ∗ )XV |XV =X∗
V

avec α3 = 1−cs
cs

et α4 = 1−cv
cv

.
Le tableau 6 donne le taux d’hydrogène produit en chaque équilibre.
Nous pouvons donc déduire que :

Équilibre QH2

El 0

E0, EH , EA et EAH α3DX
∗
S

EV , EV H , EV A et E∗ α3DX
∗
S + α4Dcv(V (0) − λV )

Tableau 6. Taux d’hydrogène produit en chaque équilibre du modèle (1) sans inhibition,
dans le cas où r0 = khydrX0.

1) Si V (0) > λV alors le taux d’hydrogène produit par le modèle sans inhibition
est maximal à l’un des équilibres EV , EV H , EV A ou E∗, dès qu’il existe et est stable.

- Si A < λA et H < λH alors le taux d’hydrogène est maximal en EV .
- Si H > λH et A < λA alors le taux d’hydrogène est maximal en EV H .
- Si A > λA et H < λH alors le taux d’hydrogène est maximal en EV A.
- Si A > λA et H > λH alors le taux d’hydrogène est maximal en E∗.

2) Si V (0) < λV alors le taux maximal d’hydrogène produit est donné parE0,EH ,
EA ou EAH :

- Si A(0) < λA , H(0) < λH et S∗in > λS alors le taux d’hydrogène est maximal en
E0.

- Si A(0) < λA et H(0) > λH alors le taux d’hydrogène est maximal en EH .
- Si H(0) < λH et A(0) > λA alors le taux d’hydrogène est maximal en EA.
- Si A(0) > λA et H(0) > λH alors le taux d’hydrogène est maximal en EAH .
Le taux maximal d’hydrogène produit est représenté, en fonction de D, dans la figure

5. Ici aussi, la production de l’hydrogène diffère, selon que la matière organique se trouve
sous forme soluble ou particulaire, voir Figure 5. En maintenant la somme X0in + Sin

constante, le taux d’hydrogène est d’autant plus élevé que la concentration Sin est plus
grande.
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Figure 5. La variation du taux d’hydrogène pour Sin + X0in = 10 : Les courbes bleues
représentent les taux d’hydrogène dans le cas où V (0) > λV et les courbes roses les taux
d’hydrogène dans le cas où V (0) < λV , selon les valeurs de X0in et de Sin.

2.2. Le modèle avec inhibition
Dans ce modèle, on tient compte de l’inhibition de la croissance des bactéries acéto-

gènes par un excès d’hydrogène dans le système et de celle des bactéries méthanogènes
hydrogénotrophes et acétoclastes par l’acétate. On suppose alors que :

(H5) Pour tout V > 0 et H > 0, gV (0, H) = 0, gV (V, 0) > 0, ∂gV
∂V (V,H) > 0,

∂gV
∂H (V,H) < 0 et lim

H−→+∞
gV (V,H) = 0.

(H6) Pour tout H > 0 et A > 0, gH(0, A) = 0, gH(H, 0) > 0, ∂gH
∂H (H,A) > 0,

∂gH
∂A (H,A) < 0 et lim

H−→+∞
gH(H,A) = 0.

(H7) gA(0) = 0, il existe Amax > 0 tel que g′A(A) > 0, pour 0 < A < Amax et
g′A(A) < 0, pour A > Amax et lim

A−→+∞
gA(A) = 0.

Soient λV (H) et λH(A) les solutions respectives des équations gV (λV (H), H) = D et
gH(λH(A), A) = D. On note aussi par λiA, i = 1, 2 les solutions de l’équation gA(A) =
D, quand elles existent, avec λ1A < λ2A.

2.2.1. Existence et stabilité des équilibres
Comme dans la section 2.1, les trois premières équations du modèle (1) peuvent être

découplées du reste du système. A l’équilibre, si XS = 0 alors V = A = H = 0. Par
suite, XV = XA = XH = 0, S = S∗in := (

k0khyd

D+khyd
)X0in + Sin et X0 = X∗0 :=

( D
D+khyd

)X0in.
Mais, si XS > 0 alors X0 = X∗0 , S = S∗ := λS et XS = X∗S := cs(S

∗
in − λS). En
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remplaçant les variables X0, S et XS par leurs valeurs à l’équilibre dans les six dernières
équations du système (1), on se ramène à l’étude du système (4) :

dV

dt
= D(V (0) − V )− 1

cv
gV (V,H)XV

dXV

dt
= (gV (V,H)−D)XV

dA

dt
= D(A(0) −A) + γvagV (V,H)XV − 1

ca
gA(A)XA

dXA

dt
= (gA(A)−D)XA

dH

dt
= D(H(0) −H) + γvhgV (V,H)XV − 1

ch
gH(H,A)XH

dXH

dt
= (gH(H,A)−D)XH .

(4)

où V (0) = γsvX
∗
S , A(0) = γsaX

∗
S et H(0) = γshX

∗
S .

Le sous-modèle (4) n’est autre que le système (9) de [11]. Il admet donc douze points
d’équilibre dont deux équilibres strictement positifs, notés E11 et E12, voir le tableau
7, (où on a noté E1 = ε0, E2 = εH , E3 = ε1A, E4 = ε2A, E5 = ε1AH , E6 = ε2AH ,
E7 = εV , E8 = εV H , E9 = ε1V A, E10 = ε2V A, E11 = ε1∗ et E12 = ε2∗)

Équilibre V XV A XA H XH

E1 V (0) 0 A(0) 0 H(0) 0

E2 V (0) 0 A(0) 0 λ0
H ch(H(0) − λ0

H)

E3 V (0) 0 λ1
A ca(A(0) − λ1

A) H(0) 0

E4 V (0) 0 λ2
A ca(A(0) − λ2

A) H(0) 0

E5 V (0) 0 λ1
A ca(A(0) − λ1

A) λ1
H ch(H(0) − λ1

H)

E6 V (0) 0 λ2
A ca(A(0) − λ2

A) λ2
H ch(H(0) − λ2

H)

E7 V̂ cv(V (0) − V̂ ) A
(0)
V 0 H

(0)
V 0

−γvaV̂ −γvhcvV̂
E8 V̆ cv(V (0) − V̆ ) A

(0)
V 0 H̆ ch(H

(0)
V − H̆

−γvacvV̆ −γvhcvV̆ )

E9 V̂ cv(V (0) − V̂ ) λ1
A ca(A

(0)
V − λ

1
A H

(0)
V 0

−γvacvV̂ ) −γvhcvV̂
E10 V̂ cv(V (0) − V̂ ) λ2

A ca(A
(0)
V − λ

2
A H

(0)
V 0

−γvacvV̂ ) −γvhcvV̂
E11 λ1

V cv(V (0) − λ1
V ) λ1

A ca(A1 − λ1
A) λ1

H ch(H1 − λ1
H)

E12 λ2
V cv(V (0) − λ2

V ) λ2
A ca(A2 − λ2

A) λ2
H ch(H2 − λ2

H)

Tableau 7. Les équilibres du sous-modèle (4).

avec

• λ0V = λV (H(0)) , λ0H = λH(A(0)),
• λiH = λH(λiA) , λiV = λV (λiH) pour i = 1, 2,
• A(0)

V = A(0) + γvacvV
(0) , H(0)

V = H(0) + γvhcvV
(0),

• Ai = A
(0)
V − γvacvλiV , Hi = H

(0)
V − γvhcvλiV pour i = 1, 2,

• V̂ est solution de l’équation implicite V̂ = λV (H(0) + γvhcv(V (0) − V̂ )),
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• Ĥ = H
(0)
V − γvhcvV̂ , Â = A

(0)
V − γvacvV̂ ,

• H̆ = λH(A(0) + γvacv(V (0) − λV (H̆))) , V̆ = λV (H̆) et Ă = A
(0)
V − γvacvV̆ .

Les conditions d’existence ainsi que les conditions de stabilité locale sont données,
respectivement, dans les tableaux 8 et 9, voir [11, section 4.1], pour plus de détails.

L’équilibre Conditions d’existence
E1 toujours
E2 H(0) > λ0

H

E3 A(0) > λ1
A

E4 A(0) > λ2
A

E5 A(0) > λ1
A et H(0) > λ1

H

E6 A(0) > λ2
A et H(0) > λ2

H

E7 V (0) > λ0
V

E8 V (0) > λV (λ0
H) et H̆ < H

(0)
V − γvhcvV̆

E9 V (0) > λ0
V et Â > λ1

A

E10 V (0) > λ0
V et Â > λ2

A

E11 V (0) > λ1
V , A1 > λ1

A et H1 > λ1
H

E12 V (0) > λ2
V , A2 > λ2

A et H2 > λ2
H

Tableau 8. Conditions d’existence des équilibres du sous-modèle (4).

L’équilibre Conditions de stabilité locale

E1 V (0) < λ0
V , (A

(0) < λ1
A ou A(0) > λ2

A) et H(0) < λ0
H

E2 V (0) < λV (λ0
H), (A(0) < λ1

A ou A(0) > λ2
A)

E3 V (0) < λ0
V et H(0) < λ1

H

E4 toujours instable
E5 V (0) < λ1

V

E6 toujours instable
E7 (Â < λ1

A ou Â > λ2
A) et Ĥ < λH(Â)

E8 Ă < λ1
A ou Ă > λ2

A

E9 Ĥ < λ1
H

E10 toujours instable
E11 stable lorsqu’il existe
E12 toujours instable

Tableau 9. Conditions de stabilité locale des équilibres du sous-modèle (4).
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2.2.2. Diagrammes opératoires
On suppose, dans cette section, que les fonctions de croissance avec inhibition gV (., .)

et gH(., .) sont données par les fonctions de Beddington suivantes, [4], voir aussi [11] et
[12] :

gV (V,H) =
mvV

kv + V + µhH
et gH(H,A) =

mhH

kh +H + µaA
,

mv,mh et kv, kh sont, respectivement, les taux de croissance maximale et les constantes de demi-
saturation, µh et µa sont des facteurs d’inhibition. Ces fonctions de croissance, utilisées par les
biologistes, vérifient les hypothèses (H5) et (H6). La fonction de croissance gA est choisie de type
Haldane :

gA(A) =
maA

ka +A+ A2

kI

,

kI est le coefficient d’inhibition de la croissance des bactéries méthanogènes acétoclastes XA par
l’acétate. Lorsque la valeur de kI est très grande, la fonction de croissance microbienne gA(A) de
type Haldane se comporte comme une fonction de type Monod. Les valeurs des paramètres utilisés
sont celles du tableau A1 de [11].

Les figures 6 et 7 présentent les diagrammes opératoires du système (1) avec inhibition. On ne
peut déterminer, dans ce cas, l’expression analytique des courbes délimitant les régions de stabilité
des équilibres puisque les seuils de rentabilité sont les zéros de fonctions implicites et ne peuvent
être déterminés explicitement. Les diagrammes sont donc obtenus par simulation du système pour
plusieurs conditions initiales et les régions de stabilité sont dessinées point par point.

Pour une concentration X0in = 0, les diagrammes opératoires qu’on trouve sont ceux de [11],
voir Figures 5-8.
Dans la figure 6, on prend X0in = 10 et on suppose que les facteurs d’inhibition µa et µh sont nuls
et que kI prend une très grande valeur (kI = 100). On voit alors que les régions de stabilité pour
de petites valeurs de Sin ont la même allure que celles trouvées pour le modèle sans inhibition.
L’inhibition dans ce cas n’a pas d’effet sur le système. Par contre, pour des valeurs de Sin entre 0
et 150, une nouvelle région de stabilité apparaît, celle de l’équilibre de l’extinction des bactéries
méthanogènes acétoclastesE8. Il y a aussi apparition de régions de bistabilité : une première région
où l’équilibre de E8 et l’équilibre de coexistence E11 sont stables (la région en bleu-ciel) et une
seconde région où l’équilibre E5 (extinction des bactéries acétogènes) et E2 (extinction des bacté-
ries méthanogènes acétoclastes et des bactéries acétogènes ) sont stables, (la région en mauve), voir
Figure 6.
Dans la figure 7, le facteur kI est petit et les facteurs d’inhibition sont non nuls (µa = µh = 1). Il
y a apparition d’une autre région de bistabilité, où E11 et E2 sont stables (la région en gris).
En augmentant, la valeur de la matière organique sous forme particulaire, X0in, de 1 à 10 la région
de stabilité de l’équilibre E5 (la région en rose) et la région de bistabilité de E5 et de E2 (la région
en mauve) disparaissent. Par contre, la région de stabilité de l’équilibre de coexistence E11 (la ré-
gion en noir) et la région de bistabilité de E11 et de E2 (la région en gris) augmentent de taille, voir
Figure 7 à droite.
En augmentant la valeur de la concentration X0in, on remarque que les régions de stabilité, dans
le plan (D,Sin), translatent vers le bas et que la taille de certaines régions augmentent tandis que
d’autres disparaissent. Chaque région correspond soit à un seul équilibre stable soit à un cas de
bistabilité.
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Figure 6. Diagramme opératoire du système (1) pour X0in = 10, avec µa = µh = 0 et
kI = 100, à droite pour 0 ≤ Sin ≤ 3 et à gauche pour de grandes valeurs de Sin.

Figure 7. Diagramme opératoire du système (1) pour X0in = 1 à gauche et X0in = 10 à
droite, avec µa = µh = kI = 1

Cette étude montre que l’inhibition a un impact sur la stabilité des équilibres et qu’en ajoutant
l’étape d’hydrolyse, les régions de stabilité changent de taille et il y a apparition de nouvelles régions
de stabilité et de bistabilité.

2.2.3. Taux de biogaz produit pour le modèle avec inhibition
Le taux de méthane (respectivement, de l’hydrogène) dépend des fonctions de croissance gA et

gH (respectivement, de gS et de gV ). Ils diffèrent donc du cas sans inhibition.

2.2.3.1 Taux de méthane produit
Le taux de méthane produit en un équilibre E est donné par la formule suivante :

QCH4(E) = α1gA(A|A=A∗ )XA|XA=X∗
A

+ α2gH(H|H=H∗ , A|A=A∗ )XH|XH=X∗
H
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Le tableau 10 donne le taux de méthane produit, pour chaque équilibre du modèle (1).

Équilibre QCH4

E1 et E7 0

E2 α2chD(H(0) − λ0
H)

E3 α1caD(A(0) − λ1
A)

E4 α1caD(A(0) − λ2
A)

E5 α1caD(A(0) − λ1
A) + α2chD(H(0) − λ1

H)

E6 α1caD(A(0) − λ2
A) + α2chD(H(0) − λ2

H)

E8 α2Dch(H
(0)
V − H̆ − γvhcvV̆ )

E9 α1Dca(A
(0)
V − λ

1
A − γvacvV̂ )

E10 α1Dca(A
(0)
V − λ

2
A − γvacvV̂ )

E11 α1Dca(A1 − λ1
A) + α2Dch(H1 − λ1

H)

E12 α1Dca(A2 − λ2
A) + α2Dch(H2 − λ2

H)

Tableau 10. Taux de méthane produit en chaque équilibre du modèle (1) avec hydrolyse
enzymatique et inhibition, voir (5), (6) et (7).

Les seuils de rentabilité λ1
A, λ2

A sont définis, pour D < ma

1+2

√
ka
kI

par :

λ1
A =

(ma −D)−
√

(D −ma)2 − 4D2 ka
kI

2D
kI

, λ2
A =

(ma −D) +
√

(D −ma)2 − 4D2 ka
kI

2D
kI

.

(5)
λ1
H , λ2

H , λ1
V et λ2

V sont définis par :

λ1
H =

D(kh + µaλ
1
A)

mh −D
, λ2

H =
D(kh + µaλ

2
A)

mh −D
, pour D < min(mh,

ma

1 + 2
√

ka
kI

), (6)

λ1
V =

D(kv + µhλ
1
H)

mv −D
, λ2

V =
D(kv + µhλ

2
H)

mv −D
, pour D < min(mv,mh,

ma

1 + 2
√

ka
kI

). (7)

Notons que si XA = 0 alors l’acétate A s’accumule dans le milieu. Par suite, la croissance des
bactéries méthanogènes hydrogénotrophes XH sera aussi inhibée, ce qui inhibe la production du
méthane. Maintenant, si XH = 0 alors l’hydrogène H2 s’accumule dans le milieu, ce qui inhibe la
croissance des bactéries acétogènes XV . Par suite, la production de l’acétate A et de l’hydrogène
H diminue, ainsi que celle du méthane.
Le taux maximal de méthane est donc atteint aux équilibres où les biomasses XA 6= 0 et XH 6= 0,
c’est à dire aux équilibresE5, E6, E11 etE12. CommeQCH4(E5) > QCH4(E6) etQCH4(E11) >
QCH4(E12) alors le taux maximal du méthane produit peut être donné soit par l’équilibre E5, soit
par l’équilibre E11.
D’après le tableau 10, Si A(0) > max(λ1

A, A
1) et H(0) > max(λ1

H , H
1), le taux maximal du

méthane produit est donné par l’équilibre E5.
Dans le cas où A1 > max(λ1

A, A
(0)) et H1 > max(λ1

H , H
(0)), le taux maximal du méthane pro-

duit est donné par l’équilibre E11.
Notons que si A(0) > λ1

A et H(0) < λ1
H alors le taux maximal du méthane produit est donné par

l’équilibre E3, puisque dans ce cas E5 est instable et E11 n’existe pas, voir Figures 8, 9 et 10.
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Pour les simulations suivantes, on prend µh = µa = 1, kI = 100, k0 = 1 et khyd = 2. On repré-
sente dans les figures 8, 9 et 10 le taux du méthane produit, pour D < min(ms,mh,

ma

1+2

√
ka
kI

). On

fait varier X0in entre 0 et 10 tout en maintenant la somme X0in + Sin = 10.

Figure 8. La variation du taux maximal de méthane pour Sin + X0in = 10, 0 6 D 6 0.7,
µh = µa = 1 et kI = 100

En prenant d’autres valeurs de paramètres, kI = 10, µh = 1 et µa = 5, on trace le taux de
méthane produit pour X0in + Sin = 10, voir Figure 9.

Figure 9. La variation du taux maximal du méthane pour Sin + X0in = 10, 0 6 D 6 0.6,
µh = 1, µa = 5 et kI = 10.

Avec ce nouveau jeu de paramètres, le taux maximal de biogaz est toujours donné par l’un des
équilibres E11 ou E5. Lorsque, les paramètres µa et/ou µh augmentent et kI diminue, l’inhibition
augmente et on produit moins de méthane. En effet, dans la figure 9, on voit que le taux maximal
de biogaz est inférieur à celui représenté dans la figure 8.
On diminue à présent la concentration des substrats à l’entrée et on représente le taux de méthane
produit pour Sin +X0in = 5, sans changer les facteurs d’inhibition : kI = 10, µh = 1 et µa = 5.

Pour X0in = 0 et Sin = 5, voir Figure 10, le maximum global du taux de méthane est donné
par l’équilibre E5. Ce résultat est analogue à celui trouvé dans [12], voir Figure 5 (c). Dans cette
figure, on note que le taux de biogaz produit est légèrement inférieur à celui illustré dans la figure
10, puisque nous ne tenons pas compte des termes de mortalité des biomasses.
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Figure 10. La variation du taux maximal du méthane pour Sin = 5 −X0in, 0 6 D 6 0.6,
µh = 1, µa = 5 et kI = 10.

En tenant compte de l’étape d’hydrolyse et en augmentant le substrat à l’entrée X0in + Sin de 5 à
10, voir Figure 10 et Figure 9, on remarque que le taux de biogaz produit est plus important dans la
figure 9 que dans la figure 10, (il peut atteindre le double). Le taux de méthane produit dépend donc
de l’étape d’hydrolyse qu’on ne peut négliger dans le processus de digestion anaérobie.

2.2.3.2 Taux d’hydrogène produit
Le taux d’hydrogène produit est donné par la formule suivante :

QH2 = α3gS(S|S=S∗ )XS|XS=X∗
S

+ α4gV (V|V =V ∗ , H|H=H∗ )XV |XV =X∗
V

On calcule pour chaque équilibre, le taux d’hydrogène produit, voir tableau 11.

Équilibre QH2

E1, E2, E3, E4, E5 et E6 α3DX
∗
S

E7, E9 et E10 α3DX
∗
S + α4Dcv(V (0) − V̂ )

E8 α3DX
∗
S + α4Dcv(V (0) − V̆ )

E11 α3DX
∗
S + α4Dcv(V (0) − λ1

V )

E12 α3DX
∗
S + α4Dcv(V (0) − λ2

V )

Tableau 11. Taux d’hydrogène produit pour chaque équilibre du modèle (1) avec hydrolyse
enzymatique et inhibition.

Comme les équilibres E4 et E6 sont instables dès qu’ils existent, le taux maximal d’hydrogène
produit est donné, dans le cas où V (0) < V̂ , V (0) < V̆ et V (0) < λ1

V , par l’un des équilibres E1,
E2, E3 ou E5. Les équilibres E7, · · · , E12 n’existent pas dans ce cas.
Dans le cas où V (0) > V̂ , V (0) < V̆ et V (0) < λ1

V , l’équilibre E10 est instable et le taux maximal
d’hydrogène produit est donné par E7 ou E9.
Dans le cas V (0) < V̂ , V (0) > V̆ et V (0) < λ1

V , le taux maximal d’hydrogène produit est donné
par l’équilibre E8.

On représente, dans la figure 11, le taux d’hydrogène QH2 = α3DX
∗
S , pour V (0) < V̂ ,

V (0) < V̆ et V (0) < λ1
V et X0in + Sin = 10. Dans ce cas, les taux d’hydrogène donnés par les

équilibres E1, E2, E3 ou E5 sont égaux et correspondent au taux maximal.
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Figure 11. La variation du taux d’hydrogène pour V (0) < V̂ , V (0) < V̆ et V (0) < λ1
V et

Sin +X0in = 10.

3. L’analyse d’un modèle avec compartiment microbien
hydrolytique

On considère, dans un second temps, le modèle (1) en supposant que r0 = g0(X0)XS . Notons
que les trois premières équations du modèle (1) peuvent se découpler des autres équations. On
s’intéresse donc, dans un premier temps, au sous-modèle :

dX0

dt
= D(X0in −X0)− g0(X0)XS

dS

dt
= D(Sin − S)− 1

cs
gS(S)XS + k0g0(X0)XS

dXS

dt
= (gS(S)−D)XS

(8)

On suppose que :

(H8) ∀ 0 < X0 < X0in, g0(0) = 0, g′0(X0) > 0 et g′′0 (X0) 6 0 .

L’hypothèse (H8) est vérifiée pour les fonctions de croissance linéaires et celles de type Monod.

3.1. L’analyse du sous-modèle (8)
On peut vérifier facilement que les solutions du système (8) vérifient la propriété suivante :

Proposition 3.1. Pour des conditions initiales positives, les solutions du système (8) restent posi-
tives et bornées, pour tout t ≥ 0.

Le sous-modèle (8) correspond au modèle (3) de [2] où k1 = 1
cs

et α = 1. Nous rappe-
lons ici les principales étapes de l’étude. L’équilibre de lessivage où XS = 0 est donné par :
F0 = (X0in, Sin, 0). Cet équilibre existe toujours. Maintenant, si XS 6= 0 alors S = λS , X0 est
l’intersection de la courbe de la fonction :

ζ(X0) =
D(X0in −X0)

g0(X0)
, pour X0 ∈ ]0, X0in[

et de la droite ∆ d’équation : δ(X0) = cs[(Sin − λS) + k0(X0in − X0)] et XS = δ(X0). La
recherche des équilibres strictement positifs revient à trouver les zéros de la fonction

H(X0) = ζ(X0)− δ(X0), pour X0 ∈ ]0, X0in[.

Notons que H ′(X0) = 0 si et seulement si ζ′(X0) = −csk0.
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Lemme 3.1. Sous l’hypothèse (H8), ζ s’annule pour X0 = X0in, et est décroissante et convexe.

Le lemme 3.1 implique le résultat suivant :

Lemme 3.2. L’équation, ζ′(X0) = −csk0 admet une unique solution 0 < X̄0 < X0in si et
seulement si ζ′(X0in) > −csk0.

On note que :

ζ′(X0in) > −csk0 ⇔ g0(X0in) >
D

csk0
.

Pour déterminer les équilibres strictement positifs du système (8), nous devons distinguer les deux
cas : le cas où g0(X0in) 6 D

csk0
et le cas où g0(X0in) > D

csk0
.

3.1.1. Le cas g0(X0in) 6 D
csk0

Dans ce cas, l’intersection entre ∆ et le graphe de ζ est soit vide, soit un unique point (X∗0 , X
∗
S)

qui correspond à l’équilibre F ∗1 = (X∗0 , λS , X
∗
S). En effet, H est décroissante sur ]0, X0in[,

H(X0in) = −cs(Sin − λS) et lim
X0−→0

H(X0) = +∞. Nous pouvons donc déduire que :

Proposition 3.2. Sous les hypothèses (H1) et (H8), on a :

1) Si Sin > λS alors il existe un unique équilibre strictement positif F ∗1 = (X∗0 , λS , X
∗
S)

où X∗0 est la solution de ζ(X0) = δ(X0) et X∗S = δ(X∗0 ).

2) Si Sin 6 λS alors il n’existe pas d’équilibre strictement positif.

On peut remarquer que, lorsque Sin = λS alors F ∗1 coïncide avec F0.

En calculant les valeurs propres de la matrice Jacobienne en F0 et en utilisant le critère de
Routh-Hurwitz pour l’équilibre F ∗1 , on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 3.3. Sous les hypothèses (H1) et (H8), les conditions d’existence et de stabilité des
équilibres du système (8) sont données par :

L’équilibre Conditions d’existence Conditions de stabilité locale
F0 = (X0in, Sin, 0) existe toujours Sin < λS

F ∗1 = (X∗0 , λS , X
∗
S) Sin > λS lorsqu’il existe

Tableau 12. Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres du système (8), dans
le cas g0(X0in) 6 D

csk0
.

3.1.2. Le cas g0(X0in) > D
csk0

Dans ce cas, si l’intersection de ∆ et du graphe de ζ n’est pas vide alors elle comporte un ou
deux points. L’équation ζ′(X0) = −csk0 représente le cas où ∆ est tangente au graphe de ζ. Cette
équation admet une unique solution notée X̄0. Soit X̄S = ζ(X̄0) et F̄1 = (X̄0, λS , X̄S) l’équilibre
strictement positif correspondant. On note par S̄in la valeur de Sin pour laquelle X̄S = ζ(X̄0).
D’où, S̄in = ( X̄S

cs
+ k0X̄0 + λS)− k0X0in. On peut donc montrer le résultat suivant :

Proposition 3.4. On suppose que

1) Si λS 6 Sin alors il existe un unique équilibre strictement positif F ∗1 .

2) Si max(0, S̄in) < Sin < λS alors il existe deux équilibres strictement positifs F ∗1 et
F ∗∗1 .

3) Si Sin = S̄in alors il existe un unique équilibre strictement positif F̄1.

4) Si Sin < max(0, S̄in) alors il n’existe pas d’équilibre strictement positif.
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En calculant les valeurs propres de la matrice Jacobienne en F0 et en utilisant le critère de
Routh-Hurwitz pour l’équilibre F ∗1 et F ∗∗1 , on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 3.5. Sous les hypothèses (H1) et (H8), les conditions d’existence et de stabilité des
équilibres du système (8) sont données par :

L’équilibre Conditions d’existence Conditions de stabilité locale
F0 = (X0in, Sin, 0) existe toujours Sin < λS

F ∗1 = (X∗0 , λS , X
∗
S) Sin > max(0, S̄in) ζ′(X∗0 ) < −csk0

F ∗∗1 = (X∗∗0 , λS , X
∗∗
S ) max(0, S̄in) < Sin < λS instable

Tableau 13. Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres du système (8), dans
le cas g0(X0in) > D

csk0
.

3.2. L’analyse du modèle complet de la digestion anaérobie
On suppose, dans cette section, que gV (V ) = gV (V, 0), gH(H) = gH(H, 0) et que gA vérifie

l’hypothèse (H3).

3.2.1. L’analyse des équilibres
A partir de l’étude du sous modèle (8) et en utilisant la méthode utilisée dans la section 3.1,

nous pouvons déduire les équilibres du modèle complet sans inhibition (1), avec r0 = g0(X0)XS .

Proposition 3.6. Sous les hypothèses (H1) - (H4) et (H8), les équilibres du système (1) sont donnés
dans le tableau 14

Équilibre X0 S XS V XV A XA H XH

Fl X0in Sin 0 0 0 0 0 0 0

F ∗0 X∗0 λS X∗S V (0) 0 A(0) 0 H(0) 0

F ∗H X∗0 λS X∗S V (0) 0 A(0) 0 λH ch(H(0) − λH)

F ∗A X∗0 λS X∗S V (0) 0 λA ca(A(0) − λA) H(0) 0

F ∗AH X∗0 λS X∗S V (0) 0 λA ca(A(0) − λA) λH ch(H(0) − λH)

F ∗V X∗0 λS X∗S λV cv(V (0) − λV ) A 0 H 0

F ∗V H X∗0 λS X∗S λV cv(V (0) − λV ) A 0 λH ch(H − λH)

F ∗V A X∗0 λS X∗S λV cv(V (0) − λV ) λA ca(A− λA) H 0

F ∗ X∗0 λS X∗S λV cv(V (0) − λV ) λA ca(A− λA) λH ch(H − λH)

F ∗∗0 X∗∗0 λS X∗∗S V (0)∗ 0 A(0)∗ 0 H(0)∗ 0

F ∗∗H X∗∗0 λS X∗∗S V (0)∗ 0 A(0)∗ 0 λH ch(H(0)∗ − λH)

F ∗∗A X∗∗0 λS X∗∗S V (0)∗ 0 λA ca(A(0)∗ − λA) H(0)∗ 0

F ∗∗AH X∗∗0 λS X∗∗S V (0)∗ 0 λA ca(A(0)∗ − λA) λH ch(H(0)∗ − λH)

F ∗∗V X∗∗0 λS X∗∗S λV cv(V (0)∗ − λV ) A∗ 0 H∗ 0

F ∗∗V H X∗∗0 λS X∗∗S λV cv(V (0)∗ − λV ) A∗ 0 λH ch(H∗ − λH)

F ∗∗V A X∗∗0 λS X∗∗S λV cv(V (0)∗ − λV ) λA ca(A∗ − λA) H∗ 0

F ∗∗ X∗∗0 λS X∗∗S λV cv(V (0)∗ − λV ) λA ca(A∗ − λA) λH ch(H∗ − λH)

Tableau 14. Les équilibres du système (1) avec hydrolyse microbien où r0 = g0(X0)XS ,
voir (9), (10), (11), (12) et (13).
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X∗0 et X∗∗0 sont les solutions de l’équation ζ(X0) = δ(X0), quand elles existent et :

X∗S = δ(X∗0 ) et X∗∗S = δ(X∗∗0 ). (9)

V (0) = γsvX
∗
S , A

(0) = γsaX
∗
S et H(0) = γshX

∗
S . (10)

A = A(0) + γvacv(V (0) − λV ) et H = H(0) + γvhcv(V (0) − λV ). (11)

V (0)∗ = γsvX
∗∗
S , A(0)∗ = γsaX

∗∗
S et H(0)∗ = γshX

∗∗
S . (12)

A∗ = A(0)∗ + γvacv(V (0)∗ − λV ) et H∗ = H(0)∗ + γvhcv(V (0)∗ − λV ). (13)

3.2.1.1 Le cas g0(X0in) 6 D
csk0

.
On déduit les conditions d’existence des équilibres du modèle (1) à partir de la proposition 3.3

et de la proposition 2.3.

Proposition 3.7. Sous les hypothèses (H1) - (H4) et (H8), les conditions d’existence des équilibres
du système (1) sont données par :

L’équilibre Conditions d’existence
Fl Existe toujours
F ∗0 Sin > λS

F ∗H Sin > λS et H(0) > λH

F ∗A Sin > λS et A(0) > λA

F ∗AH Sin > λS , A
(0) > λA et H(0) > λH

F ∗V Sin > λS et V (0) > λV

F ∗V H Sin > λS , H > λH et V (0) > λV

F ∗V A Sin > λS , A > λA et V (0) > λV

F ∗ Sin > λS , H > λH , A > λA et V (0) > λV

Tableau 15. Les conditions d’existence des équilibres de (1) , dans le cas g0(X0in) 6 D
csk0

.

On déduit les conditions de stabilité locale des équilibres du modèle (1) à partir de la proposition
3.3 et de la proposition 2.3.

Proposition 3.8. Sous les hypothèses (H1) - (H4) et (H8), les conditions de stabilité des équilibres
du système (1) sont données par :

L’équilibre Conditions de stabilité locale
Fl Sin < λS

F ∗0 A(0) < λA , H(0) < λH et V (0) < λV

F ∗H A(0) < λA et V (0) < λV

F ∗A H(0) < λH et V (0) < λV

F ∗AH V (0) < λV

F ∗V A < λA et H < λH

F ∗V H A < λA

F ∗V A H < λH

F ∗ dès qu’il existe

Tableau 16. Les conditions de stabilité des équilibres de (1), dans le cas g0(X0in) 6 D
csk0
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3.2.1.2 Le cas g0(X0in) > D
csk0

On déduit les conditions d’existence et de stabilité locale des équilibres du modèle (1) à partir
de la proposition 3.5 et de la proposition 2.3.

Proposition 3.9. Sous les hypothèses (H1) - (H4) et (H8), les conditions d’existence des équilibres
du système (1) sont données par :

L’équilibre Conditions d’existence
Fl Existe toujours
F ∗0 Sin > max(0, S̄in)

F ∗H Sin > max(0, S̄in) et H(0) > λH

F ∗A Sin > max(0, S̄in) et A(0) > λA

F ∗AH Sin > max(0, S̄in), A(0) > λA et H(0) > λH

F ∗V Sin > max(0, S̄in) et V (0) > λV

F ∗V H Sin > max(0, S̄in), H > λH et V (0) > λV

F ∗V A Sin > max(0, S̄in), A > λA et V (0) > λV

F ∗ Sin > max(0, S̄in), H > λH , A > λA et V (0) > λV

F ∗∗0 max(0, S̄in) < Sin < λS

F ∗∗H max(0, S̄in) < Sin < λS et H(0)∗ > λH

F ∗∗A max(0, S̄in) < Sin < λS et A(0)∗ > λA

F ∗∗AH max(0, S̄in) < Sin < λS , A
(0)∗ > λA et H(0)∗ > λH

F ∗∗V max(0, S̄in) < Sin < λS et V (0)∗ > λV

F ∗∗V H max(0, S̄in) < Sin < λS , H∗ > λH et V (0)∗ > λV

F ∗∗V A max(0, S̄in) < Sin < λS , A∗ > λA et V (0)∗ > λV

F ∗∗ max(0, S̄in) < Sin < λS , H∗ > λH , A∗ > λA et V (0)∗ > λV

Tableau 17. Les conditions d’existence des équilibres de (1), dans le cas g0(X0in) > D
csk0

.

Proposition 3.10. Sous les hypothèses (H1) - (H4) et (H8), les conditions de stabilité des équilibres
du système (1) sont données par :

L’équilibre Conditions de stabilité locale
Fl Sin < λS

F ∗0 V (0) < λV , A
(0) < λA et H(0) < λH

F ∗H A(0) < λA et V (0) < λV

F ∗A H(0) < λH et V (0) < λV

F ∗AH V (0) < λV

F ∗V A < λA et H < λH

F ∗V H A < λA

F ∗V A H < λH

F ∗ dès qu’il existe
F ∗∗0 , F ∗∗H , F ∗∗A , F ∗∗AH ,
F ∗∗V , F ∗∗V H , F ∗∗V A et F ∗∗ Instables

Tableau 18. Les conditions de stabilité des équilibres de (1), dans le cas g0(X0in) > D
csk0

.

25

Modèles mathématiques de digestion anaérobie : effet de l'hydrolyse sur la production du biogaz    49



3.2.2. Diagrammes opératoires
Nous étudions le comportement du système (1) dans le plan (D,Sin) pour X0in fixé. Soit

X0in = 1. Nous nous plaçons dans le cas où g0(X0in) 6 D
csk0

. Cette condition est équivalente à
l’inégalité D > csk0g0(1). Notons F01 = csk0g0(1).

Figure 12. Diagramme opératoire pour X0in = 1 et D > F01. (la figure au milieu est
un agrandissement de la partie gauche de la figure à gauche et la figure à droite est un
agrandissement du bas de la figure au milieu)

Pour le jeu de paramètres choisi dans [11], (Tableau A1), on a F01 = 0.1. La figure 12 repré-
sente les diagrammes opératoires dans le plan (D,Sin), pourX0in = 1. PourX0in = 0, on obtient
les diagrammes opératoires du modèle avec hydrolyse enzymatique sans inhibition, voir Figure 2 à
gauche.

Les régions R10, R4 ∪ R5 ∪ R8 ∪ R9 et R11 sont, respectivement, les régions de stabilité des
équilibres F ∗A (extinction des bactéries acétogènes et méthanogènes hydrogénotrophes), F ∗V H (ex-
tinction des bactéries méthanogènes acétoclastes) et F ∗V A (extinction des bactéries méthanogènes
hydrogénotrophes), alors que les équilibres EA, EV H et EV A du modèle avec hydrolyse enzyma-
tique sont instables. De même, l’équilibre F ∗AH de l’extinction des bactéries acétogènes existe et
est instable dans R5 ∪R6, il correspond à l’équilibre EAH qui peut être stable.

Pour l = S, V,A etH , on prend les fonctions de croissance gl de la section 2.1 et g0 (X0) =
m00X0

k00 +X0
,

avec m00 = 2.5 et K00 = 1.5.

Soient les fonctions FLS , FV 01, FV 02, FH01, FH02, FA01, FA02, FH1, FH2, FA1 et FA2

définies par :

Sin = λS ⇔ Sin = FLS(D),

V (0) = λV ⇔ Sin = FV 02(D) ou Sin = FV 01(D),

H(0) = λH ⇔ Sin = FH02(D) ou Sin = FH01(D),

A(0) = λA ⇔ Sin = FA02(D) ou Sin = FA01(D),

H = λH ⇔ Sin = FH1(D) ou Sin = FH2(D),

A = λA ⇔ Sin = FA1(D) ou Sin = FA2(D),

(14)
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Ces fonctions vérifient alors les inégalités suivantes :

Sin > λS ⇔ Sin > FLS(D),

V (0) > λV ⇔ FV 02(D) < Sin < FV 01(D),

H(0) > λH ⇔ FH02(D) < Sin < FH01(D),

A(0) > λA ⇔ FA02(D) < Sin < FA01(D),

H > λH ⇔ FH1(D) < Sin < FH2(D),

A > λA ⇔ FA1(D) < Sin < FA2(D),

En utilisant la proposition 3.7 et la proposition 3.8, on a le résultat suivant :

Proposition 3.11. Le plan (D, Sin) est divisé en onze régions décrites dans le tableau 19 :

Condition Région Fl F ∗0 F ∗H F ∗A F ∗AH F ∗V F ∗V H F ∗V A F∗

Sin < FLS(D) R1 S
(Sin > FLS(D) et Sin < FH02(D))

ou (Sin > FH01(D), Sin < FA02(D)
et Sin < FV 02(D)) ou (Sin > FA01(D)) R2 I S

Sin > FLS(D), Sin < FV 02(D)
et FH02(D) < Sin < FH01(D) R3 I I S
Sin > FLS(D), Sin > FV 02(D),
Sin < FH01(D) et Sin < FA02(D) R4 I I I I S
Sin > FLS(D), Sin < FH01(D)
Sin > FA02(D) et Sin < FA1(D) R5 I I I I I I S

Sin > FLS(D) ,
Sin > FA1(D) et Sin < FH01(D) R6 I I I I I I I I S

Sin > FH01(D) ,
Sin > FA1(D) et Sin < FH2(D) R7 I I I I I I S
Sin > FV 02(D), Sin > FA02(D),
Sin > FH01(D), Sin < FA1(D)

et Sin < FH2(D) R8 I I I I S
Sin > FV 02(D),

FH01(D) < Sin et Sin < FA02(D) R9 I I I S
(Sin > FA02(D) et Sin < FV 02(D))

ou( FV 01(D) < Sin et Sin < FA01(D) ) R10 I I S
Sin > FH2(D) et Sin < FV 01(D) R11 I I I I S

Tableau 19. Existence et stabilité des équilibres du système (1) selon (D,Sin), avec D >
F01

Ici, la lettre S (resp. I) signifie que l’équilibre correspondant est asymptotiquement stable (resp.
instable). L’absence de lettre signifie que l’équilibre n’existe pas.
D’après ce qui précède, nous avons mis en évidence un comportement asymptotique des équilibres
différent, selon la modélisation de l’hydrolyse enzymatique ou par un compartiment hydrolytique
microbien. L’hydrolyse affecte la nature et les zones de stabilité des équilibres.

3.2.3. Taux de biogaz produit

3.2.3.1 Taux de méthane produit
Le taux de méthane produit est donné par la formule suivante :

QCH4 = α1gA(A|A=A∗ )XA|XA=X∗
A

+ α2gH(H|H=H∗ )XH|XH=X∗
H
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avec α1 = 1−ca
ca

et α2 = 1−ch
ch

.
En se plaçant dans le cas où g0(X0in) 6 D

csk0
. Le taux de méthane produit, pour chaque équilibre,

est donnée dans le tableau 20 :

Équilibre QCH4

F ∗l , F ∗0 et F ∗V 0

F ∗H α2chD(H(0) − λH)

F ∗A α1caD(A(0) − λA)

F ∗AH α1caD(A(0) − λA) + α2chD(H(0) − λH)

F ∗V H α2chD(H − λH)

F ∗V A α1caD(A− λA)

F ∗ α1caD(A− λA) + α2chD(H − λH)

Tableau 20. Taux de méthane produit pour chaque équilibre du modèle avec hydrolyse
microbien

On rappelle que A = A(0) + γvacv(V (0) − λV ), H = H(0) + γvhcv(V (0) − λV ),
V (0) = γsvX

∗
S , A(0) = γsaX

∗
S , H(0) = γshX

∗
S , X∗S = δ(X∗0 ) et X∗0 est la solution de

ζ(X0) = δ(X0).

1) Dans le cas où V (0) < λV : les équilibres F ∗V H , F
∗
V A et F ∗ n’existent pas et on a

A < A(0) et H < H(0). Par suite, le taux maximal de méthane est donné soit par l’équilibre F ∗AH ,
soit par F ∗H , soit par F ∗A.
Si H(0) > λH et A(0) > λA alors le taux maximal de méthane est donné par F ∗AH . Notons que si
ces conditions sont vérifiées alors F ∗AH est stable.
Si H(0) > λH et A(0) < λA alors le taux maximal de méthane est donné par F ∗H . Ces conditions
sont vérifiées pour (D,Sin) dans la région R3.
Si H(0) < λH et A(0) > λA alors le taux maximal de méthane est donné par F ∗A. Ces conditions
sont vérifiées pour (D,Sin) dans la région R10.

2) Dans le cas où V (0) > λV , on a A > A(0) et H > H(0). Le taux maximal de méthane
est alors donné soit par l’équilibre F ∗V H , soit par F ∗V A, soit par F ∗.
Si H > λH et A > λA alors le taux maximal de méthane est donné par F ∗. Ces conditions sont
vérifiées pour (D,Sin) dans les régions R6 ou R7 où F ∗ est stable.
Si V (0) > λV , H < λH et A > λA alors le taux maximal de méthane est donnée par F ∗V A. Ces
conditions sont vérifiées dans la région R11.
Si V (0) > λV , H > λH et A < λA alors le taux maximal de méthane est donnée par F ∗V H . Ces
conditions sont vérifiées dans les régions R4, R5, R8 ou R9, où F ∗V H est stable.

On représente, dans la figure 13, le taux maximal du méthane produit en fonction de la dilution
D. On fait varier la valeur de la concentration du substrat sous forme particulaire X0in et la va-
leur de la concentration du substrat sous forme soluble Sin de telle manière à maintenir la somme
constante.
En maintenant la somme X0in + Sin constante, le taux de méthane est plus élevé avec le substrat

soluble qu’avec le substrat solide.
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Figure 13. La variation du taux de méthane pour Sin + X0in = 10, pour le modèle avec
compartiment hydrolytique microbien

3.2.3.2 Taux d’hydrogène produit
Le taux d’hydrogène produit est donné par la formule suivante :

QH2 = α3gS(S|S=S∗ )XS|XS=X∗
S

+ α4gV (V|V =V ∗ )XV |XV =X∗
V

avec α3 = 1−cs
cs

et α4 = 1−cv
cv

. Nous nous plaçons dans le cas où g0(X0in) 6 D
csk0

. Le tableau
21 donne le taux d’hydrogène produit en chaque équilibre.

Équilibre QH2

Fl 0

F ∗0 , F ∗H , F ∗A et F ∗AH QH21 := α3DX
∗
S

F ∗V , F ∗V H , F ∗V A et F ∗ QH22 := α3DX
∗
S + α4Dcv(V (0) − λV )

Tableau 21. Taux d’hydrogène produit pour chaque équilibre du modèle avec comparti-
ment hydrolytique microbien

1) Dans le cas, V (0) < λV , les équilibres F ∗V , F
∗
V H ,F ∗V A et F ∗ n’existent pas et on a

QH21 > QH22 . Par suite, le taux maximal de l’hydrogène est donné soit par l’équilibre F ∗AH , soit
par F ∗H , soit par F ∗A, soit par F ∗0 .
Si Sin > λS alors le taux maximal d’hydrogène est donné par F ∗0 . Cet équilibre est stable dans la
région R2.
Si H(0) > λH alors le taux maximal d’hydrogène est donné par F ∗H . Ces conditions sont vérifiées
dans la région R3 où F ∗H est stable.
Si A(0) > λA alors le taux maximal d’hydrogène est donné par F ∗A qui est stable dans la région
R10.
Si H(0) > λH et A(0) > λA alors le taux maximal d’hydrogène est donné par F ∗AH . Notons que si
ces conditions sont vérifiées alors F ∗AH est stable.

2) Dans le cas, V (0) > λV , QH22 > QH21 . Par suite, le taux maximal d’hydrogène est
donné soit par l’équilibre F ∗V H , soit par F ∗V A, soit par F ∗V , soit par F ∗.
SiH > λH etA > λA alors F ∗ existe et le taux maximal d’hydrogèneest donnée par cet équilibre.
F ∗ est stable dans les régions R6 ou R7.
Si A > λA alors F ∗V A existe et le taux maximal d’hydrogène est donnée par cet équilibre. Cet
équilibre est stable dans la région R11 c’est à dire pour H < λH .
Si H > λH alors F ∗V H existe et le taux maximal d’hydrogène est donnée par cet équilibre. Cet
équilibre est stable dans la région R4, R5, R8 ou R9 c’est à dire pour A < λA.
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Si H < λH et A < λA alors le taux maximal d’hydrogène est donnée par F ∗V . Notons que si ces
conditions sont vérifiées alors F ∗V est stable.
Le taux maximal d’hydrogène produit est représenté dans la figure 14. Le taux d’hydrogène est plus
élevé avec le substrat soluble qu’avec le substrat solide, X0in + Sin étant maintenue constante.

Figure 14. La variation du taux d’hydrogène pour Sin + X0in = 10, pour le modèle avec
compartiment hydrolytique microbien.

Discussion
Nous avons étudié des modèles de digestion anaérobie à quatre étapes, avec dégradation du sub-

strat sous forme particulaire. Nous avons analysé deux modèles tenant compte de l’étape d’hydro-
lyse. Cette phase est considérée dans le premier modèle comme une simple hydrolyse enzymatique,
ce qui ajoute au système une variable, la concentration X0 du substrat lentement biodégradable,
dont la dynamique n’est pas couplée aux autres variables. Nous avons étudié ensuite le cas plus
complexe d’un compartiment hydrolytique microbien où la dynamique de X0 est couplée cette fois
aux deux variables du sous-modèle (5), la concentration du substrat simple et celle des bactéries
acidogènes. Nous avons mis en évidence, dans le modèle avec hydrolyse enzymatique, le rôle des
inhibitions dans le système en étudiant dans un premier temps ce modèle sans inhibition puis en
tenant compte des inhibitions dans les fonctions de croissance. Le modèle avec compartiment mi-
crobien hydrolytique a été analysé dans le cas sans inhibition.
Nous avons établi les conditions d’existence et le comportement asymptotique local ou global des
points d’équilibre pour les modèles avec et sans inhibition. De plus, nous avons déterminé le taux
de biogaz pour chaque équilibre pour les deux modèles et nous avons calculé le taux maximal de
biogaz produit pour différentes valeurs des substrats à l’entrée.
Nous avons montré que prendre en compte de l’inhibition dans le modèle influe sur la stabilité des
équilibres. Des zones de bistabilité apparaissent. Grâce aux diagrammes opératoires qui illustrent
les zones d’existence, de stabilité et de bistabilité, nous avons montré comment les régions de sta-
bilité peuvent s’élargir en fonction des paramètres opératoires, le taux de dilution D et les substrats
en entrée Sin et X0in. On pourra alors faire varier le taux de dilution pour éviter les régions de
bistabilité. D’autre part, nous avons montré que la valeur des paramètres influe sur le taux de bio-
gaz produit. L’augmentation des concentrations des deux substrats en entrée pour un modèle avec
hydrolyse enzymatique des biomasses favorise bien l’augmentation du biogaz produit. Le modèle
avec hydrolyse enzymatique sans inhibition produit plus de biogaz que le modèle avec inhibition.
Pour des valeurs fixées des concentrations des substrats en entrée, il existe un taux de dilution qui
maximise le taux de méthane. Pour ce taux, la concentration des bactéries méthanogènes acéto-
clastes augmente et celle de l’acétate devient assez faible, ce qui affaiblit l’inhibition des bactéries
méthanogènes hydrogénotrophes qui sont les producteurs de méthane. Pour l’hydrogène produit, il
existe un taux de dilution qui maximise le taux d’hydrogène, pour des concentrations des bactéries
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méthanogènes hydrogénotrophes très faibles.
En passant du modèle avec hydrolyse enzymatique au modèle avec compartiment hydrolytique
microbien, l’équilibre de l’extinction des acétogènes qui était stable devient instable et les équi-
libres correspondant à l’extinction des acétogènes et des méthanogènes hydrogénotrophes, ou à
l’extinction des méthanogènes acétoclastes, ou à l’extinction des méthanogènes hydrogénotrophes
qui étaient instables deviennent stables. Nous avons montré que le comportement du système dé-
pend de la modélisation de l’étape d’hydrolyse choisie. Selon les conditions d’existence et de sta-
bilité, nous avons montré que le taux maximal de méthane et d’hydrogène produit est atteint en un
équilibre stable. Ces taux sont explicitement déterminés, selon les paramètres des modèles considé-
rés.

Conclusion
L’objectif principal, dans ce travail, est l’étude de modèles de la digestion anaérobie à quatre

étapes pour l’optimisation de la production de méthane et d’hydrogène. Ce processus biologique de
conversion de la matière organique en mélange gazeux, est important à la fois pour le traitement des
eaux usées et pour la production du biogaz. L’étude des équilibres de ces modèles et de leur stabilité
en fonction des paramètres à l’entrée du processus permet de déterminer les produits en sortie, ainsi
que les quantités de gaz pouvant être produites. Cette étude a montré que les valeurs des paramètres
ainsi que la présence de l’inhibition de certaines espèces microbiennes dans le système influent sur
le taux de biogaz. La production du biogaz diffère suivant le choix de la modélisation de l’hydrolyse.
Les résultats obtenus permettront potentiellement de proposer de nouvelles options aux biologistes
pour déterminer des conditions opératoires optimisant la production de biogaz. En perspective, on
pourra étudier le taux de biogaz produit pour le modèle avec hydrolyse microbienne en prenant en
compte l’inhibition des fonctions de croissance.

Annexe
Preuve de la Proposition 2.3

En appliquant la même technique que [11, Lemme 3.1], on peut déduire un résultat de stabilité glo-
bale des équilibres du système (1). L’énoncé du Lemme 3.1 de [11] est le suivant :
Lemme A.1 :
On suppose que F : IRm −→ IRm est de classe C1 et que l’équation dY

dt
= F (Y ) possède un

équilibre globalement asymptotiquement stable Y ∗. On suppose que g : [0,+∞[−→ [0,+∞[ est
de classe C1, qu’elle est croissante et que g(0) = 0. Pour des valeurs fixées de D > 0 et c > 0, soit
λ la solution de l’équation g(S) = D et soit f : IRm −→ [0,+∞[ de classe C1.
On considère le système :



dY
dt

= F (Y ),

dS
dt

= −DS + f(Y )− 1
cs
g(S)X,

dX
dt

= −DX + g(S)X

avec S(0) > 0 et X(0) > 0. On a,

1) Si λ > f(Y ∗)
D

, alors toutes les solutions convergent vers (Y ∗, f(Y ∗)
D

, 0).

2) Si 0 < λ < f(Y ∗)
D

, alors toutes les solutions convergent vers (Y ∗, λ,X∗), avec X∗ =

c( f(Y ∗)
D
− λ).

�
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Nous utilisons le Lemme A.1 pour démontrer la proposition 2.3. En effet, le système (1) possède
une structure en cascade donc on pourra étudier dans un premier temps le sous-système suivant :



dX0
dt

= D(X0in −X0)− khydX0

dS
dt

= D(Sin − S)− 1
cs
gS(S)XS + f(X0)

dXS
dt

= (gS(S)−D)XS

(15)

avec f(X0) = k0khydX0.
La première équation de ce sous-système s’écrit dX0

dt
= F (X0), avec F une fonction de classe

C1. Elle possède un équilibre globalement stable X∗0 = D
D+khyd

X0in. De plus, gS : [0,+∞[−→
[0,+∞[ est de classe C1, croissante et g(0) = 0, d’après (H1). λS est la solution de l’équation
gS(S) = D. La fonction f de [0,+∞[−→ [0,+∞[ est de classe C1 et on a S(0) > 0 et XS(0) >
0. En appliquant le Lemme A.1, on déduit que :

– Si λS > S∗in avec S∗in = (
f(X∗

0 )

D
+ Sin), alors toutes les solutions convergent vers

(X∗0 , S
∗
in, 0)

– Si 0 < λS < S∗in, alors toutes les solutions convergent vers (X∗0 , λS , X
∗
S) avec X∗S =

cs(S∗in − λS).
On applique le Lemme A.1, en utilisant le résultat précédent sur les deux équations suivantes du
système (1) et en éliminant les cas où λi, i = A, V,H , sont négatifs. De la même manière, on déter-
mine les conditions de stabilité globale des équilibres du système (1). Les conditions d’existence et
de stabilité globale des équilibres du système (1) se résument dans le tableau 2 de la proposition 2.3.

�

Preuve de la Proposition 2.4
On déduit le tableau 3 de la Proposition 2.4 en utilisant la Proposition 2.3, l’inégalité (3) et les
inégalités suivantes :

– Sin < F (D) est équivalent à S∗in < λS . Dans ce cas (D,Sin) ∈ R1.

– Sin < F (D) + KH(D) est équivalent à H(0) < λH . Or H(0) < λH est équivalent à
gH(H(0)) < D. D’après (3), on obtient gV (V (0)) < gA(A(0)) < D, ce qui donne A(0) < λA et
V (0) < λV . Dans ce cas (D,Sin) ∈ R1 ∪R2.

– Sin < F (D) + KA(D) est équivalent à A(0) < λA. Or A(0) < λA est équivalent à
gA(A(0)) < D. D’après (3), on obtient gV (V (0)) < D, ce qui donne V (0) < λV . Dans ce
cas (D,Sin) ∈ R1 ∪R2 ∪R3.

– Sin > F (D) + KA(D) est équivalent à A(0) > λA. Or A(0) > λA est équivalent à
gA(A(0)) > D. D’après (3), on obtient gH(H(0)) > D, ce qui donne H(0) > λH . Dans ce
cas (D,Sin) ∈ R4 ∪R5.

– Sin < F (D) + KV (D) est équivalent à V (0) < λV . Dans ce cas (D,Sin) ∈ R1 ∪ R2 ∪
R3 ∪R4.

– Sin > F (D) + KV (D) est équivalent à V (0) > λV . Or V (0) > λV est équivalent à
gV (V (0)) > D. D’après (3), on obtient D < gA(Ā) < gH(H̄). Or D < gA(Ā) est équivalent à
λA < Ā et D < gH(H̄) est équivalent à λH < H̄ . Dans ce cas (D,Sin) ∈ R5.

�

Preuve de la Proposition 2.5
On déduit le tableau 4 de la Proposition 2.5 de la même manière que dans la preuve de la Proposition
2.4, en utilisant la Proposition 2.3, l’inégalité (3) et les inégalités suivantes
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– X0in < G(D) est équivalent à S∗in < λS .

– X0in < LH(D) +G(D) est équivalent à H(0) < λH .

– X0in < LA(D) +G(D) est équivalent à A(0) < λA.

– X0in < LV (D) +G(D) est équivalent à V (0) < λV .

�

La preuve des résultats des tableaux 7, 8 et 9 est une simple adaptation de ceux de [11], voir
section 4.1 de [11]. Pour l’étude de la stabilité locale du sous-modèle avec inhibition, on utilise la
matrice Jacobienne de la page 73 de [11].

Les preuves de la Proposition 3.1, du Lemme 3.1, du Lemme 3.2, de la Proposition 3.2 et de la
Proposition 3.4 sont données dans [2], voir preuve de la Proposition V.2, du Lemme V.1, du Lemme
V.2, de la Proposition V.3 et de la Proposition V.4, de [2].

Preuve de la Proposition 3.3
Les conditions d’existence des équilibres sont données dans la Proposition 3.2. Pour étudier la
stabilité locale de chaque équilibre, on détermine le signe de la partie réelle des valeurs propres de
la matrice Jacobienne J.
La matrice Jacobienne associée à l’équilibre F0 est

JF0 =

 −D 0 −g0(X0in)
0 −D k0g0(X0in)− 1

cs
gS(Sin)

0 0 gS(Sin)−D


Les valeurs propres de JF0 sont : −D, −D et gS(Sin) −D. Par suite, F0 est LES si et seule-

ment si gS(Sin) < D, ce qui est équivalent à Sin < λS .

La matrice Jacobienne associée à l’équilibre F ∗1 est :

JF∗
1

=

 −m11 0 −m13

m21 −m22 θ
0 m32 0


avec m11 = D + dg0

dX0
(X∗0 )X∗S , m13 = g0(X∗0 ), m21 = k0

dg0
dX0

(X∗0 )X∗S ,
m22 = D + 1

cs

dgS
dS

(λS)X∗S , m32 = dgS
dS

(λS)X∗S et θ = −D
cs

+ k0g0(X∗0 ).

Le polynôme caractéristique de JF∗
1

est :

PJF∗
1

= −λ3 − (m11 +m22)λ2 − (m11m22 − θm32)λ−m32(−m11θ +m21m13).

On pose c0 = −1, c1 = −(m11 +m22), c2 = −(m11m22 − θm32) et
c3 = m32(−m11θ +m21m13).

On a c0 < 0 et c1 < 0. De plus, c2 et c3 sont négatifs si ζ′(X∗0 ) < −csk0. En calculant
c1c2 − c0c3, on voit que c1c2 − c0c3 > 0. Par suite, le critère de Routh-Hurwitz est satisfait si la
condition ζ′(X∗0 ) < −csk0 est vérifiée. On conclut que l’équilibre F ∗1 est localement stable dès
qu’il existe.

�

Preuve de la Proposition 3.5
Comme pour la Proposition 3.3, la stabilité locale de F0 est donnée par le signe de la partie réelle
des valeurs propres de la matrice Jacobienne JF0 . Pour les deux autres équilibres, on utilise le
critère de Routh-Hurwitz. Le critère de Routh-Hurwitz est satisfait si la condition ζ′(X∗0 ) < −csk0

est vérifiée, F ∗1 est donc LES. Or l’équilibre F ∗∗1 vérifie ζ′(X∗∗0 ) > −csk0 alors le critère de
Routh-Hurwitz n’est pas satisfait. Par suite, F ∗∗1 est instable.
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La preuve de la Proposition 3.6 est une simple adaptation de [11] et de la Proposition 2.2. Les
preuves des Propositions 3.7 et 3.8 sont des conséquences de la Proposition 3.3 et de la Proposition
2.3. De même, les preuves des Propositions 3.9 et 3.10 sont des conséquences de la Proposition 3.5
et de la Proposition 2.3.

Preuve de la Proposition 3.11
On rappelle que les fonctions FLS , FV 01, FV 02, FH01, FH02, FA01, FA02, FH1, FH2, FA1 et FA2

sont définies par (14).
Pour le jeu de paramètres utilisés dans [11], voir Table A1, ces fonctions vérifient les propriétés

suivantes :

– FLS(D) < FH01(D) < FH2(D) < FV 01(D) < FA01(D) < FA2(D).

– FH02(D) < FH01(D).

– FV 01(D) > FV 02(D) > FH02(D).

– FH2(D) > FH1(D).

– FA1(D) > FA02(D), FA1(D) > FV 02(D) et FH2(D) > FV 02(D) .

– FA2(D) > FA1(D).

– FV 02(D) < FA01(D) et FA02(D) < FA01(D).
De plus, les fonctions FH01(D) et FV 02(D) s’intersectent en une valeur D1 > F01 et vérifient

FH01(D) < FV 02(D) pour D > D1, voir figure 15.
De même, FH01(D) et FA02(D) s’intersectent en une valeur D2 > F01 et vérifient FH01(D) <
FA02(D) pour D > D2, FH01(D) et FA1(D) s’intersectent en une valeur D3 > F01 et vérifient
FH01(D) < FA1(D) pour D > D3, FA1(D) et FH2(D) s’intersectent en une valeur D4 > F01

et vérifient FA1(D) < FH2(D) pour D > D4, FV 02(D) et FA02(D) s’intersectent en une valeur
D5 > F01 et vérifient FV 02(D) > FA02(D) pour D > D5, FV 02(D) et FLS(D) s’intersectent
en une valeur D6 > F01 et vérifient FV 02(D) > FLS(D) pour D > D6.
Ce qui définit, les régions R1, · · · , R11 , voir figure 12.

Figure 15. Positions relatives des courbes pour les paramètres utilisés dans [11], Table
A1.

�
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RÉSUMÉ. Le modèle AM2b est classiquement représenté par un système d’équations différentielles.
Toutefois ce modèle n’est valide qu’en grande population et notre objectif est d’établir plusieurs mo-
dèles stochastiques à différentes échelles. À l’échelle microscopique, on propose un modèle sto-
chastique de saut pur que l’on peut simuler de fa con exacte. Mais dans la plupart des situations ce
genre de simulation n’est pas réaliste, et nous proposons des méthodes de simulation approchées de
type poissonnien ou de type diffusif. La méthode de simulation de type diffusif peut être vue comme
une discrétisation d’une équation différentielle stochastique. Nous présentons enfin de fa con infor-
melle un résultat de type loi des grands nombres/théorème central limite fonctionnelle qui démontre
la convergence de ses modèles stochastiques vers le modèles déterministe initial.

ABSTRACT. The model AM2b is conventionally represented by a system of differential equations.
However, this model is valid only in a large population context and our objective is to establish sev-
eral stochastic models at different scales. At a microscopic scale, we propose a pure jump stochastic
model that can be simulated exactly. But in most situations this exact simulation is not feasible, and we
propose approximate simulation methods of Poisson type and of diffusive type. The diffusive type sim-
ulation method can be seen as a discretization of a stochastic differential equation. Finally, we formally
present a result of law of large numbers and of functional central limit theorem which demonstrates
the convergence of these stochastic models towards the initial deterministic models.

MOTS-CLÉS : modèle AM2b, processus de saut pur, équation différentielle ordinaire, approximation
diffusion, équation différentielle stochastique.

KEYWORDS : AM2b Model, pure jump process, ordinary differential equation, diffusion approxima-
tion, stochastic differential equation.

1. Introduction
Stochastic models recently gain more credibility and numerical efficiency in many domains like

chemistry [10], biotechnology [12] or system biology [16] where deterministic models have been

extensively used. In the present paper we explain how a stochastic modeling approach deepens the

insights allowed by the deterministic classical models.

We consider a model of a biotechnological process used for wastewater treatment. The principle of

classical wastewater treatment is to couple the degradation of organic matter via the action of mi-

croorganisms and a decantation processes. An alternative technology to decantation, implemented

in membrane bioreactors (MBR), is based on the sieve principle, that is to say the passage of the ef-

fluent through calibrated pores of a physical membrane. The main drawback of this technology lies

in the membrane performance degradation due to the fouling phenomenon. AM2b is a mathemati-
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cal model of anaerobic membrane bioreactors developed in [1, 2], it is a variant of AM2 model [3],

2-steps Acidogenesis-Methanogenesis model, that includes a soluble microbial products (SMP) dy-

namics. The production and the degradation of SMP play an important role in the membrane fouling

phenomenon.

First, we present the original ordinary differential equation (ODE) model of the AM2b. Then we

introduce a pure jump Markov model of the same device and the associated exact Monte Carlo

simulation method. Next we develop more efficient approximated simulation methods and we pro-

pose a stochastic differential equation (SDE) model of the AM2b. Finally a rescaling technique

bridges these stochastic models with the original ODE model.

2. The ODE model
Define :

S1 : the organic matter,

B1 : the acidogenic biomass,

S2 : the volatile fatty acids (VFA),

B2 : the methanogenic biomass,

S : the soluble microbial products (SMP).

The state of the AM2b model is x = (s1, b1, s2, b2, s) where s1, b1, s2, b2, s are the concentrations

in S1,B1, S2,B2, S. The AM2b model describes the dynamics of biological and anaerobic waste-

water treatment, where substrate s1 is degraded by a bacterial ecosystem b1 to produce substrate

s2 and SMP s. Substrate s2 is transformed by a consortium of bacteria b2 into SMP s. SMP s is

also produced by the mortality of biomasses b1 and b2. SMP s is degraded by b1 to produce s2.
Schematically, AM2b model is :

biological model fouling model

biogas CO2, CH4

influent S1in, S2in

withdraw s1, b1, s2, b2, s

effluent s1, s2, β s

Qout

Qin

Q1

s1, b1,s2, b2, s

s1, b1, s2, b2, s

On the right of this scheme is represented the membrane fouling model ; the separation of mater

is as follow : substrates s1 and s2 go through the membrane without retention (the size of their

molecules is assumed to be smaller than pore diameter), biomasses b1 and b2 are retained by the

membrane, and a fraction β s of the SMP go through the membrane and leaves the reactor ((1−β) s
will be considered as macromolecules).

The evolution of x(t) is classically described by a system of ODEs :

ṡ1 = Din [S1in − s1] − k1 µ1(s1) b1 , (1a)

ḃ1 = [µ1(s1) + µ(s)−Ddec −Dwit] b1 , (1b)

ṡ2 = Din [S2in − s2] − k2 µ2(s2) b2 + [c12 µ1(s1) + c02 µ(s)] b1 , (1c)

ḃ2 = [µ2(s2)−Ddec −Dwit] b2 , (1d)

ṡ = [c10 µ1(s1) +Ddec − k0 µ(s)] b1 + [c20 µ2(s2) +Ddec] b2 −M s (1e)

with :
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ki degradation rate of si by bi, M = β Din + (1− β)Dwit,

k0 degradation rate of s by b1, β fraction of SMP leaving the bioreactor,

c12 production rate of s2 by b1 from s1, Din dilution rate,

c02 production rate of s2 by b1 from s, Ddec decay rate of biomass,

ci0 production rate of s by bi from si, Dwit withdrawal rate of biomass,

Siin input concentrations of si, Dout = Din −Dwit outflow rate of the bioreactor

(i = 1, 2). The growth functions are :

µ1(s1) = m1
s1

K1+s1
, µ(s) = m s

K+s
, µ2(s2) = m2

s2
K2+s2+s2

2
/K3

.

µ1 and µ are of Monod type ; µ2 is of Haldane type to model the phenomenon of inhibition of the

eventual accumulation of the VFA in the bioreactor during the methanogenesis, the major problem

of the anaerobic digestion.

System (1) could also be denoted :

ẋ(t) = f(x(t)) , x(0) = x0 . (2)

Model (2) relies on the fact that the stochastic effects can be neglected, thanks to the law of large

numbers, or at least can be averaged out. Although this level of description is sufficient for nume-

rous applications of interest, it could be interesting to account for the stochastic nature of the process

which could prominent at low biomasses concentrations or when small perturbations cumulate in the

context of multi-species. Also, whereas the experimental results observed in well mastered labora-

tory conditions match closely the ODE theoretical behavior, a discrepancy may occur in operational

conditions. In these cases, stochastic features may not be neglected.

3. Pure jump model
Based on the reactions featured in the AM2b model, we propose a AM2b model as a pure jump

Markov process (X(t))t≥0 which takes values in R
d
+. We follow the approach proposed in [5]. Let

X = (S1, B1, S2, B2, S) be the concentrations in S1,B1, S2,B2, S respectively. This process will

encompass J = 15 reactions : each reaction j is characterized by its rate function λj(x) and its

jump function νj(x). Then X(t) is a time-homogeneous markov process and can be described as :

being at X(t) = x :

X(t+∆t) =

{

x+ νj(x) , with probability λj(x)∆t+ o(∆t) for j = 1, . . . , 15 ,

x , with probability 1− λ(x)∆t+ o(∆t)
(3)

where :

λ(x)
def
=

∑15
j=1 λj(x) , pj(x)

def
= λj(x)/λ(x) .

Reaction network

The reaction scheme of AM2b model is based on a modification of reaction scheme of the AM2

model [2, Chapter 2] by introducing the variable s for the SMP component. The production of SMP

is related to the degradation of s1, s2, and biomass decay b1 and b2. They are also degraded and

converted into s2 and carbon dioxide CO2 by the consortium b1.
We define a network of J = 15 reactions classified in three sets :

Stochastic modeling for biotechnologies    13



1) Biological reactions :

Acidogenesis + SMP production k1 S1 + B1
λ1−→ 2B1 + c12 S2 + c10 S+ κ1 CO2 ,

Methanogenesis + SMP production k2 S2 + B2
λ2−→ 2B2 + c20 S+ κ2 CH4 ,

SMP degradation k0 S+ B1
λ3−→ 2B1 + c02 S2 + κ3 CO2 ,

SMP production from biomass decay B1
λ4−→ S , B2

λ5−→ S

2) Substrate inflow and substrate outflows represented as reactions :

Substrate inflow ∅ λ6−→ S1 , ∅ λ7−→ S2 ,

Substrate outflows S1
λ8−→ ∅ , S2

λ9−→ ∅ , S λ10−−→ ∅

3) Biomass and substrate withdrawal described as reactions :

Withdrawal S1
λ11−−→ ∅ , B1

λ12−−→ ∅ , S2
λ13−−→ ∅ ,

B2
λ14−−→ ∅ , S

λ15−−→ ∅
where the rate functions λj are to be specified.

The second and third set of reactions are not biochemical reactions they just describe the inflows

and outflows in the AM2b process. In reaction 10 only a proportion β of the SMP goes through the

membrane, and in reaction 13 a proportion 1− β of the SMP is withdrawn.

Pure jump Markov process

The AM2b reaction network described in previous section is translated into the pure jump Markov

processX(t) defined by (3) thanks to the stochastic law of mass action [16] and mass conservation :

each reaction j is described as an instantaneous jump X(t) → X(t) + νj(X(t)) occurring with

intensity λj(X(t)) defined respectively by :

λj(x)
def
= Nj λ̃j(x) , νj(x)

def
= [x+ 1

Nj
ν̃j ]+ − x (4)

where [x]+ the orthogonal projection of x onto R
5
+, and :

j λ̃j(x) ν̃∗
j j λ̃j(x) ν̃∗

j

1 µ1(s1) b1 (−k1, 1, c12, 0, c10) 9 Dout s2 (0, 0,−1, 0, 0)
2 µ2(s2) b2 (0, 0,−k2, 1, c20) 10 β Dout s (0, 0, 0, 0,−1)
3 µ(s) b1 (0, 1, c02, 0,−k0) 11 Dwit s1 (−1, 0, 0, 0, 0)
4 Ddec b1 (0,−1, 0, 0, 1) 12 Dwit b1 (0,−1, 0, 0, 0)
5 Ddec b2 (0, 0, 0,−1, 1) 13 Dwit s2 (0, 0,−1, 0, 0)
6 DinS1in (1, 0, 0, 0, 0) 14 Dwit b2 (0, 0, 0,−1, 0)
7 DinS2in (0, 0, 1, 0, 0) 15 (1− β)Dwit s (0, 0, 0, 0,−1)
8 Dout s1 (−1, 0, 0, 0, 0)

The coefficientsNj are rescaling parameters which characterize the size of the jump in the reaction

j. LargeNj corresponding to frequent and small jumps. These scale parametersNj do not act on the

mean values of the increments but on their variances, large Nj will correspond to small variances.

We can assume that the Nj’s range from 104 to 109. When a reaction involves only substrate

molecules the corresponding Nj’s range from 107 to 109. When a reaction involves only bacteria

the corresponding Nj’s range from 104 to 106. A standard case could be :

Nj =







106 for j = 4, 5, 12, 14 ,
105 for j = 1, 2, 3 ,
104 for 6 ≤ j ≤ 15 .

(5)
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We define :

F (x)
def
=

15
∑

j=1

λj(x) νj(x) (6)

note that F (x) depends on the Nj’s but F (x) =
∑15

j=1

λj(x)

Nj
×Nj νj(x) so that, for large Nj’s :

F (x) ≃
15
∑

j=1

λ̃j(x) ν̃j (7)

and :

f(x)
def
=

15
∑

j=1

λ̃j(x) ν̃j (8)

is exactly the second hand term of Equation (2).

Note that :

νj(x)
def
= [x+ 1

Nj
ν̃j ]+ − x

We have then for each component : ∀ i = 1, . . . , 5 :

– if xi +
1
Nj
{ν̃j}i ≥ 0 then {νj(x)}i = 1

Nj
{ν̃j}i ;

– if xi +
1
Nj
{ν̃j}i ≤ 0 then {νj(x)}i = −xi.

In this last case |{νj(x)}i| = xi ≤ 1
Nj
|{ν̃j}i| and then ∃ C such that for all j :

|Nj νj(x)| ≤ C |ν̃j | , ∀x ∈ R
5
+ . (9)

Representation of the process X(t)

Trajectories of the process X(t) can be exactly simulated according to the so-called Stochastic

Simulation Algorithm (SSA) popularized by Gillespie [7]. Starting for an initial condition X(0),
we simulate the next time of jump T1 from an exponential distribution of intensity λ(X(0)), then
we draw the index j0 of the reaction from the distribution pj(X(0)), j = 1, . . . , J . ThenX(T1) =
X(0) + νj0(X(0)), and so on. Hence the Markov process X(t) can be represented as :

X(t) = X(0) +
15
∑

j=1

∫ t

0

∫

R+

νj(X(s−)) 1[0,λj(X(s−))](v) Nj(ds, dv) (10)

where the Nj(ds, dv) are independent Poisson random measures (also independent from X(0)) of
intensity measure ds× dv, the Lebesgue measure on R

2
+.

Note that (10) is expressed in law and is a generalization of the expression obtained in the case of

constant jumps (see [17, theorem 4.1 chapter 6]), namely we used :

J
∑

j=1

∫ t

0

Pj(ds× λj(Xs−))νj(Xs−)
L
=

J
∑

j=1

∫ t

0

∫ ∞

0

1[0,λj(Xs−
)](u) νj(Xs−)Nj(ds, du) ,

for more justification, see [18].

The law of the process X(t) is characterized by its infinitesimal generator define by :

Aφ(x) = lim
t→0

E[φ(X(t))− φ(X(0))|X(0) = x]

t
,
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we can easily check that :

Aφ(x) = λ(x)

∫

R
5
+

[

φ(y)− φ(x)
]

ρ(x, dy) =

15
∑

j=1

λj(x)
[

φ(x+ νj(x))− φ(x)
]

for all continuous with compact support function φ, where :

ρ(x, dy)
def
=

15
∑

j=1

pj(x) δx+νj(x)(dy)

We introduced the compensated Poisson measure :

Ñj(ds, dv)
def
= Nj(ds, dv)− ds dv .

From (10) we get :

X(t) = X(0) +

∫ t

0

F (X(s)) ds+Mt (11)

where F (x) is defined by (6) and :

Mt =

15
∑

j=1

M j
t , with M j

t
def
=

∫ t

0

∫

R+

νj(X(s−)) 1[0,λj(X(s−))](v) Ñj(ds, dv)

M j
t is a square integrable martingale with predictable quadratic variation :

〈

M j〉

t
=

∫ t

0

λj(X(s)) |νj(X(s))|2 ds (12)

In Equation (11) the process X(t) is written as the sum of :

– a drift term
∫ t

0
F (X(s)) dswhich describes the deterministic dynamics ofX(t) and, for large

Nj’s, it coincides with the model AM2b (2) ;

– a martingale term Mt with quadratic variation (12), this quadratic variation characterizes the

variance of the difference between the stochastic model and the deterministic model. In particular,

this term converges to 0 when Nj →∞.

4. Discrete time approximations
The Stochastic Simulation Algorithmic (SSA) simulates each reaction of the ecosystem asynchro-

nously in time. In many situations this detailed simulation is too cumbersome, this is why synchro-

nous discrete time approximations have been proposed. Let :

tm
def
= m∆t

for ∆t > 0 fixed.

Poisson approximation
We construct an approximation (X̃(tm))m≥1. On the interval [tm, tm+1) suppose that the different

rate functions are constant with :

λj(X̃(t) ≃ λj(X̃(tm))
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so that the J = 15 reactions are independent and occur at constant rates λj(X̃(tm)), that is the

occurrence of reaction of type j is a Poisson process of intensity λj(X̃(tm)). Hence, on the time

interval [tm, tm+1) the number of reactions of type j follows a Poisson distribution of parameter

∆t λj(X̃(tm)). We obtain the following approximation called τ -leaping :

X̃(tm+1) =
[

X̃(tm) +
15
∑

j=1

νj(X̃(tm))Pj,m

]

+
(13)

where for eachm, thePj,m are independent Poisson distributed variables with parameter∆t λj(X̃(tm)).

Diffusion approximation
The Poisson distribution with parameter ∆t λj(X̃(tm)) can be approximated by a normal distribu-

tion of mean ∆t λj(X̃(tm)) and variance ∆t λj(X̃(tm)). From (13) we get :

ξ̃(tm+1) =

[

ξ̃(tm) +

15
∑

j=1

νj(ξ̃(tm))
(

∆t λj(ξ̃(tm)) +

√

∆t λj(ξ̃(tm))wj,m

)

]

+

where wj,m are independent N(0, 1) random variables. This last equation can be rewritten :

ξ̃(tm+1) =

[

ξ̃(tm) + F (ξ̃(tm))∆t+

15
∑

j=1

1
√

Nj

gj(ξ̃(tm)) [Wj(tm+1)−Wj(tm)]

]

+

(14)

where Wj(t) are independent standard Brownian motions so that Wj(tm+1) −Wj(tm) are inde-

pendent and N(0,∆t), and :

gj(x)
def
=

√

Nj λj(x) νj(x) =

√

λ̃j(x) Nj νj(x) .

and according to (9) :

|gj(x)| ≤ C

√

λ̃j(x) ν̃j .

Stochastic differential equation
Equation (14), is an Euler-Maruyama approximation of the following SDE :

dξ(t) = F (ξ(t)) dt+
15
∑

j=1

1
√

Nj

gj(ξ(t)) dWj(t) . (15)

5. Scales and asymptotics

A first analysis
Suppose that Nj = N for all j. We can prove rigorously [13, 14] that :

sup
0≤t≤T

|X(t)− x(t)| −−−−→
N→∞

0 (16)

in L2(Ω) or in probability. In (16) we can also replace X(t) by ξ(t). So under specific conditions,

when the population sizes are large and so the number of reactions is, i.e. N large, the ODE model

(2) is valid.
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At an intermediate scale, a functional central limit theorem states that the process
√
N (X(t) −

x(t)) can be approximated in law by
∑15

j=1

∫ t

0
gj(x(s))dW̃j(s) where the W̃j(s) are independent

standard Brownian motions, that is formally :

X(t) ≃ x(t) +
1√
N

15
∑

j=1

∫ t

0

gj(x(s))dW̃j(s) .

This proves that the SDE model (15) is valid for N large but also for N moderately large.

A second analysis : hybrid model
In many situation ODE and SDE models are not valid. This is the case when one of the bacterial

population is present in low concentration but still affects the global dynamic of the process. This

so-called molecular randomness may influence the global dynamic even when the population sizes

are not so small [6]. In this case we may adopt an hybrid approach.

We present an example where we separate the dynamics of the substrates from the dynamics of the

biomasses, i.e. separate substrate type reactions from biomass type reactions, then to describe the

first ones as a system of ODE’s and to describe the second ones as a pure jump Markov process.

We obtain a system of ODE’s describing the continuous evolution of the substrates and the SMP

concentrations :

ṡ1 = D (S1in − s1) − k1 µ1(s1)B1 ,

ṡ2 = D (S2in − s2) − k2 µ2(s2)B2 +
(

c12 µ1(s1) + c02 µ(s)
)

B1 ,

ṡ =
(

c10 µ1(s1) +Ddec − k0 µ(s)
)

B1 +
(

c20 µ2(s2) +Ddec

)

B2 −M s

coupled to a 2−dimensional pure jump process describing the discrete evolution of the biomasses

concentrations :

jump rate jump rate

B1 → B1 + δ1 µ1(s1)B1/δ1 B2 → B2 + δ2 µ2(s2)B2/δ2
B1 → B1 + δ1 µ(s)B1/δ1 B2 → B2 − δ2 Ddec B2/δ2
B1 → B1 − δ1 Ddec B1/δ1 B2 → B2 − δ2 D1 B2/δ2
B1 → B1 − δ1 D1 B1/δ1

6. Simulation
We now present some simulations of the ODE and SDE models using the values for the parameters

of the AM2b model defined in [1, Table 1 p. 6].

18    ARIMA  -  Volume 28,  - 2019 



0 5 10 15 20 25
2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

time (h)

o
rg

a
n

ic
 m

a
tt

e
r 

c
o

n
c
e

n
tr

a
ti
o

n
 (

g
/l
)

diffusion.app

mean

deterministic

0 5 10 15 20 25
0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

time (h)

a
c
id

o
g

e
n

ic
 b

io
m

a
s
s
 c

o
n

c
e

n
tr

a
ti
o

n
 (

g
/l
) diffusion.app

mean

deterministic

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

organic matter concentration (g/l)

a
c
id

o
g

e
n

ic
 b

io
m

a
s
s
 c

o
n

c
e

n
tr

a
ti
o

n
 (

g
/l
)

initial condition

app.diffusion

mean

deterministic

FIGURE 1 : Simulation of diffusion approximation (14) with the parameters (5). Time evo-

lution of the organic matter concentration (left), time evolution of the acidogenic biomass

concentration (right). Phase portrait acidogenic biomass/organic matter concentrations

(below).
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7. Conclusion
We show that the ODE model (1) contains all the ingredients that can be used to establish a pure

jump Markov model. The ODE model is valid only in large population scales. The SDE model
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FIGURE 2 : Simulation of diffusion approximation (14) with the parameters (5). Time evo-

lution of the AGV concentration (left), time evolution of the methanogic biomass concen-

tration (right). Phase portrait methanogic biomass/AGV concentrations (below).
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FIGURE 3 : Simulation of diffusion approximation (14) with the parameters (5). Time evo-

lution of the SMP concentration (left). Phase portrait acidogenic biomass/SMP concen-

trations (right).

is valid in large population scales but also in “moderately” large population scales. For small po-

pulation scales, only the pure jump Markov model is valid. The most promising approach is to

hybridize an ODE model for substrate dynamics coupled with a stochastic model for the dynamic

of the biomasses.
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RÉSUMÉ. Dans ce travail, nous analysons le recours aux solveurs exponentiels d’ordre élevé pour
des EDO raides dans le contexte de la modélisation en électrophysiologie cardiaque. Nous nous
intéressons en particulier aux schémas exponentiels Adams Bashforth et Rush Larsen de l’ordre 2
à 4. Ces schémas sont explicites et multi-pas. La précision et le coût de ces méthodes sont analy-
sés numériquement et comparés avec plusieurs schémas explicites et implicites classiques à divers
ordres. Cette analyse nous permet de calculer des valeurs informatives qui ont un interêt particulier
en électrophysiologie cardiaque: Le temps d’activation (ta), le temps de restitution (tr) et la durée du
potentiel d’action (APD). L’étude est faite à travers le modèle ionique Beeler Reuter, spécialement
conçu pour les cellules ventriculaires cardiaques. Nous montrons que malgré la raideur des équa-
tions, les schémas exponentiels permettent de faire des calculs à des pas de temps aussi grand que
pour des schémas implicites. De plus pour une précision donnée, un gain significatif en terme de coût
est obtenu avec des solveurs exponentiels. Nous concluons qu’il est possible de faire des calculs
précis à des grands échelles de temps avec des schémas explicites d’ordre élevé. Ce qui est une
caractéristique très importante quand il s’agit des EDO raides et non linéaires.

ABSTRACT. In this work we analyze the resort to high order exponential solvers for stiff ODEs in
the context of cardiac electrophysiology modeling. The exponential Adams Bashforth and the Rush
Larsen schemes will be considered up to order 4. These methods are explicit multistep schemes. The
accuracy and the cost of these methods are numerically analyzed in this paper and benchmarked
with several classical explicit and implicit schemes at various orders. This analysis has been led
considering data of high particular interest in cardiac electrophysiology : the activation time (ta ), the
recovery time (tr) and the action potential duration (APD). The Beeler Reuter ionic model, especially
designed for cardiac ventricular cells, has been used for this study. It is shown that, in spite of the
stiffness of the considered model, exponential solvers allow computation at large time steps, as large
as for implicit methods. Moreover, in terms of cost for a given accuracy, a significant gain is achieved
with exponential solvers. We conclude that accurate computations at large time step are possible with
explicit high order methods. This is a quite important feature when considering stiff non linear ODEs.

MOTS-CLÉS : Electrophysiologie cardiaque, schémas d’ordre élevé, équations aux dérivées ordi-
naires raides, schémas exponetiels

KEYWORDS : Exponential schemes, stiff ordinary differential equations, high order schemes, cardiac
electrophysiology
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1. Introduction
The numerical resolution of stiff ordinary differential equations (ODEs) is an issue

encountered in many fields of applied sciences. In cardiac electrophysiology, the electrical
activity of the heart is described by a system of parabolic partial differential equations
coupled with a system of ODEs called ionic models. The stiffness and the nonlinearity
of the ionic models (see [10] for the stiffness analysis) make their numerical resolution
very challenging. The classical schemes have serious drawbacks to solve such ODEs. On
the one hand, the classical stable methods are implicit and lead to high computational
cost (because of the nonlinear solvers) for large time-steps, on the other hand explicit
solvers require very small time steps also leading to high computational costs. Meanwhile
current solvers in cardiac electrophysiology are usually based on order 1 or 2 schemes
(see [8, 11, 9, 4]). In this paper we investigate the resort to a class of both explicit and
stable schemes referred as «exponential methods » of high order as an alternative to solve
cardiac electrophysiological problems. Namely we will consider the exponential Adams-
Bashforth (EAB) and the Rush-Larsen (RL) techniques.
Let us consider the general initial value problem,

dy

dt
= F (t, y) t ∈ (0, T ], y(0) = y0 ∈ RN . (1)

EAB schemes [6] and RL schemes [3] take advantage of a splitting of the model function
F into some linear part a and a nonlinear part b, such that (1) becomes,

dy

dt
= a(t, y)y + b(t, y), y(0) = y0 ∈ RN . (2)

Notice that in (2), a is not the exact linear part of F (its differential) but, an approximation
or a guess thereof. The EAB and RL are built from a transformation of (2) on each time
discretization interval [tn, tn+1] in the following form,

dy

dt
= αny + cn(t, y), y(0) = y0 ∈ RN . (3)

Where αn ∈ RN is a stabilizer set at every time step and cn(t, y) = (a(t, y) − an)y +
b(t, y) . With the formulation (3), the exact solution satisfies the variation of the constant
formula,

y(tn+1) = eαnh

(
y(tn) +

∫ tn+1

tn

e−αn(τ−tn)cn(τ, y(τ))dτ

)
. (4)

EAB and RL schemes are based on this formula and are obtained by replacing cn by an
approximation. Their precise definitions will be given in Section 2. The aim of this paper
is to study the efficiency of EAB and RL methods of order 1 up to 4, and to show for
a given scheme of order k, how to compute without degrading the accuracy, the activa-
tion time (ta), the recovery time (tr) and the action potential duration (APD) which are
informative values of a particular interest in cardiac electrophysiology. The efficiency of
the schemes is analyzed both in terms of the accuracy and of the cost. The comparison is
made using a realistic test case and is completed by including a benchmark with several
classical methods either of implicit or explicit type : The Crank-Nicolson (CN), the Runge
Kutta (RK4), the Adams-Bashforth (ABk), and the backward differentiation (BDFk) (see
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[4, 5] for the statement of these schemes). One interesting result from this test case is the
possibility with EAB and RL, to use large time steps as in the case of implicit schemes
but with the same cost as for the explicit schemes. The paper is organized as follows. In
Section 2 are presented the stabilized schemes. A brief description of the transmembrane
action potential, ta, tr, APD and ionic model is given in Section 3. The methodology
used to compare the numerical schemes and to compute the values ta, tr and APD pre-
dicted by a numerical solution are developed in Section 4. The comparison of the methods
follows in Section 5. In Section 6, a brief conclusion is given.

2. EABk and RLk scheme statements
When the function cn(t, y) in (3) is a polynomial

∑k−1
j=0 pj(t− tn)j of degree k − 1,

the relation (4) becomes,

yn+1 = eαnhyn + h
k−1∑
j=0

pjj!h
jϕj+1(αnh),

where the functions ϕj are defined recursively by,

ϕj+1(z) =
ϕj(z)− ϕj(0)

z
, ϕ0(z) = ez and ϕj(0) =

1

j!
∀j ≥ 0.

The schemes introduced in the sequel are multi-steps. We will use the following notation
an = a(tn, yn), bn = b(tn, yn).

Tableau 1 – Coefficients γnj for the EABk schemes.

k 1 2 3 4

γn0 cnn cnn cnn cnn
γn1 – cnn − cn−1n

3
2c
n
n − 2cn−1n + 1

2c
n−2
n

11
6 c

n
n − 3cn−1n + 3

2c
n−2
n − 1

3c
n−3
n

γn2 – – cnn − 2cn−1n + cn−2n 2cnn − 5cn−1n + 4cn−2n − cn−3n

γn3 – – – cnn − 3cn−1n + 3cn−2n − cn−3n

– EABk : On the one hand we set αn = an, on the other hand the function cn in
(3) is approximated by its Lagrange interpolation polynomial c̃n of degree k − 1 at the
time instants tn, . . . , tn−k+1. This polynomial satisfies c̃n(tn−j) = cn(tn−j , yn−j) for
j = 0, . . . , k−1. The values cn(tn−j , yn−j) are given by cn−jn = bn−j+(an−j−an)yn−j
for j = 0, . . . , k − 1. If we write c̃n(t) =

∑k−1
j=0

γnj

j!

(
t−tn
h

)j
, the definition of the EABk

scheme is deduced from the formula (4) by

yn+1 = eanhyn + h
k−1∑
j=0

γnjϕj+1(anh), (5)

where the coefficients γnj are given in Table 1.
– RLk : In the case the function cn(t, y) in (4) is a constant cn = βn ∈ R then we

have the following simple scheme definition,

yn+1 = yn + hϕ1(αnh)(αnyn + βn), (6)
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that we refer as Rush-Larsen schemes as in the continuity of [8]. The following choices
for defining αn and βn ensure the convergence at order k of the scheme (6) and thus are
named Rush-Larsen schemes of order k (RLk).

- k = 1 : αn = an, βn = bn.
- k = 2 : αn = 3

2an −
1
2an−1, βn = 3

2bn −
1
2bn−1.

- k = 3 : αn = 1
12 (23an − 16an−1 + 5an−2),

βn = 1
12 (23bn − 16bn−1 + 5bn−2) +

h
12 (anbn−1 − an−1bn).

- k = 4 : αn = 1
24 (55an − 59an−1 + 37an−2 − 9an−3),

βn = 1
24 (55bn−59bn−1+37bn−2−9bn−3)+ h

12 (an(3bn−1−bn−2)−(3an−1−an−2)bn).

Notice that the EAB1 scheme is the same with RL1 scheme and also the exponential Euler
scheme.

The previous description of the EABk scheme has been given very briefly but, more
details can be found in [6, 7] (for general ODEs) and in [2] for cardiac electrophysiology
application.

3. Modeling in cellular cardiac electrophysiology

3.1. The action potential
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Figure 1 – BR Model [1] illustration. Left, two cellular action potentials : starting at a
negative resting value, the transmembrane voltage V (t) has a stiff depolarization followed
by a plateau and repolarizing to the resting value. Right : each depolarization is induced
by an ionic sodium current INa(t)

The phenomenon studied here is the so called cellular action potential, that we briefly
present here. A potential difference is observed between the inside and outside of the cell,
said membrane potential and denoted V . This potential caused by the differences in ionic
concentrations between the inside and outside of the cells is dynamic in time, as well
as these ionic concentrations. The potential V can abruptly switch from a resting state
(during which V = Vr ' −100mV ) to an excited state (where V is in the range of 10
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mV) in which it is maintained during a few tenth of seconds before returning to its resting
state (see Figure 1). It is this cycle,

resting state excitation−→ excited state
recovery−→ resting state,

that one designates as action potential. The resting potential Vr is associated to a pic
potential Vp corresponding to the maximum of the potential V at the end of the excitation
and a threshold potential Vth such that Vr < Vth < Vp.

We adopt here the following definitions : Vth is the potential corresponding to 20%
of depolarization, the activation time (ta) and the recovery time (tr) are the time instants
where the potential reaches the value Vth the first and the second time respectively and
the action potential duration (APD) is the amount of time in which the voltage remains
elevated above Vth. More precisely,

Vth = 0.8Vr + 0.2Vp, V (ta) = Vth = V (tr), ta < tr and APD = tr − ta. (7)

3.2. Ionic Models
The variations of the ionic concentrations are described by ionic models and are sys-

tems of ODE. Experimental models (such as BR [1] and TNNP [12] models designed for
cardiac human cells) involve a variable y ∈ RN composed of the following entries :

– The membrane potential : V in mV. The equation on the potential is written,

dV

dt
= −Iion(y(t)) + Ist(t), (8)

where Iion (reaction term) is the total ionic current crossing the membrane cell and Ist is
the stimulation current, it is a source term.

– The gating variables : they are parameters between 0 and 1 expressing the variabi-
lity and the permeability of the membrane cell for the specific ionic species. One denote
by W ∈ RP the vector of gating variables. The equations on W are, for i = 1 . . . P ,

dWi

dt
=
W∞,i(y)−Wi

τi(y)
, (9)

where W∞,i(y) ∈ R, τi(y) ∈ R are scalar functions given by the model. In these equa-
tions the linear and nonlinear parts are encoded in the model and are equal to −1/τi(y)
and W∞,i(y)/τi(y) respectively.

– Ionic concentrations : One denote by C ∈ RN−P−1 the vector of concentrations.
All these entries are collected in the vector y as follows ,

y =

[
W
X

, X =

[
C
V

, W ∈ RP , C ∈ RN−P−1, V = yN ∈ R,

The sub-vectors W corresponds to the lines of (1) including stabilization with the linear
part a(t, y) = −1/τ(y) and the non linear part b(t, y) = −W∞(y)/τ(y). The sub-vector
X corresponds to the lines of (1) with no stabilization ( a(t, y) = 0). The associated ODE
written in the form (2) is then defined by,

a(t, y) =

[
A1(t, y) 0

0 0

]
, b(t, y) =

[
B1(t, y)
B2(t, y)

,
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where the matrix A1(t, y) ∈ RP × RP is diagonal, A1(t, y) = Diag(−1/τi(y)), and
B1(t, y) = {W∞,i(y)/τi(y), i = 1 . . . P} ∈ RP .

4. Numerical Study

4.1. Scheme analysis methods

– Test case : The evaluation and comparisons between different ODE solvers is done
with a test case. Specifically, the Beeler Reuter [1] model is considered and written in the
form (2) as described in Section 3.2. We denote by y(t) the solution of the associated ODE
(2) in (0, T ] with T = 396ms. this solution is uniquely defined once the initial condition
y0 and the stimulation current Ist in (8) are fixed. y0 is the resting state as described by
the model. The function Ist(t) is positive, null outside the interval (ts − 1, ts + 1), ts=20
ms and with integral

∫ T
0
Ist(t)dt = Istim, a typical current of stimulation fixed by the

models, equal to 50 mA. We also impose to Ist a C4 regularity in order to observe the
convergence orders of schemes up to 4.

– Numerical solution : Let m ≥ 1 be an integer for which one associates the time-
step h = T/m and the regular mesh Tm = {tn = jh, j = 0 . . .m} of the interval (0, T ].
The numerical solution (yn) is the element of the space Em, Em = {(yn)0≤n≤m, yn ∈
RN}. The space Em of the numerical solutions is simply (RN )m but to (yn) ∈ Em is
implicitly associated a time-step h and a mesh Tm, such that each value yn, 0 ≤ n ≤ m
of (yn) ∈ Em is supposed to be an approximation of y(tn).

– Reference solution : For a given test case, we cannot access to the exact solution
y(t) of the associated ODE. So for a numerical solution (yn) ∈ Em, we set m′ = 2rm
with r ≥ 0 an integer and define the reference solution associated to (yn) (or m) as the
numerical solution yref ∈ Em′ for the problem (1), computed by the RK4 scheme with
the time-step href = T/m′ = h/2r. The reference solution yref is then not unique and
depend on r. In practice r is chosen large enough such that the error between the exact
solution y and yref is negligible compared to the error between the numerical solution
(yn) and yref .

– Interpolation of the solution : To compare the numerical solution with the refe-
rence solution and to be able to compute the numerical error in terms of function norm,
we define an interpolator πm,i : Em −→ C0(0, T ], transforming the component i of
the numerical solution (yn) ∈ Em in C0(0, T ], the set of the continuous functions on
(0, T ]. We impose to the interpolant πm,iyn to be a polynomial piecewise function of
degree 3, this constraint is necessary to observe the convergence order up to 4. We as-
sume that m is a multiple of 3 and fix (yn) ∈ Em. We decompose the interval [0, T ] in
a sequence of 3 intervals packages Ps = [t3s, t3s+1] ∪ [t3s+1, t3s+2] ∪ [t3s+2, t3(s+1)] ,
for s = 0 . . .m/3. The interpolated f := πm,iy

n is the unique polynomial of degree 3
on each Ps, continuous on [0, T ], such that f(tn) = yni for all n = 0 . . .m. This inter-
polator is not Canonical : an H3-Hermite interpolation on each interval (tn, tn+1) is an
alternative. The emphasis will be on the membrane potential V (t) = yN (t) and for more
simplicity we note πm = πm,N and π = πm,N in confusion absence.

– Accuracy : Let (yn) be a numerical solution and yref a reference solution. We
denote V̂ref and πyn = V̂ the reference membrane potential and the membrane potential
interpolating associated to (yn). The accuracy of each method is evaluated through a
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relative error between the reference solution and the numerical solution. We define the
errors in norm L∞ by :

e∞ =
max |V̂ − V̂ref |

max |V̂ref |
. (10)

Notice that the choice of the membrane potential V is arbitrary and that any other com-
ponent of (yn) could have been considered. The accuracy notion will be central here and
it is convenient to identify several aspects.

– Cost : The accuracy takes all its meaning when it is associated with a cost. Here
it is a computational cost and is evaluated with the CPU time during a simulation. It
is evaluated by our fortran 90 code for each simulation. The CPU times depend on the
computer used to perform the solutions and how the numerical solver is implemented.
This is especially the case of implicit solvers where the Newton-Krylov algorithm type is
used with the approximation of the Jacobian by the finite difference method.

4.2. Computation of ta, tr, APD and the associated errors
Let (yn) be a numerical solution given and V n = ynN , 0 ≤ n ≤ m, the membrane

potential associated to (yn). Then there exist two unique indexes na < nr such that

Vna+1 ≤ Vth < Vna+2 , Vnr+1 ≤ Vth < Vnr+2,

for the threshold potential Vth defined in Section 3.1.
On the intervals (tni

, tni+3) , i ∈ {a, r}, we compute the Lagrangian interpolation
polynomial of degree 3 pi(t) for the values Vj associated to tj , j = ni, . . . , ni + 3. The
activation time ta an the recovery time tr are the computed as the solution of,

pa(ta) = Vth, pr(tr) = Vth.

Again the use of interpolation of order 3 is necessary to observe the convergence order
up to 4. In above, we suppose that all is well defined, which is the case if the numerical
solution (yn) is physiologically relevant.

The relative error between the activation, recovery time and APD predicted by a nu-
merical solution (yn) and a reference solution yref will be computed by,

eta =
|ta − ta,ref |
|ta,ref |

, etr =
|tr − tr,ref |
|tr,ref |

, eAPD =
|APD− APDref |
|APDref |

.

5. Numerical results

5.1. Accuracy
The relative error e(h) is computed for various time-steps h and depicted in the table

2 where it can be observed that all the methods exhibit the expected order of convergence.
A general view of the table 2 shows that the RLk is always more accurate than EABk
and unlike the classical explicit schemes, the stabilized schemes allows the use of large
time-steps as the implicit except at the order four where it is not possible for h = 0.2.
The table 2(a) shows that the CN is the most accurate among the methods of order 2
with a factor in the range of 10. The table 2(b) shows that the BDF3 method is better
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than the stabilized schemes for h ≥ 0.0125 with a coefficient 10 for h = 0.2 while for
h < 6.25× 10−3 the RL3 is more accurate. The table 2(c) shows that the RK4 method
is the most accurate among the methods of order 4 for h ≤ 0.025 while for h > 0.025 the
BDF4 is more accurate than the stabilized schemes.

Tableau 2 – Accuracy for the BR model for various classical and stabilized methods.

(a) AB2, RL2, EAB2 and CN

h AB2 RL2 EAB2 CN
0.2 – 0.251 0.284 4.11× 10−2

0.1 – 0.107 9.26× 10−2 1.13× 10−2

0.05 – 3.35× 10−2 2.31× 10−2 2.65× 10−3

0.025 – 8.88× 10−3 5.39× 10−3 6.66× 10−3

0.0125 – 2.23× 10−3 1.29× 10−3 1.68× 10−4

6.25× 10−3 2.07× 10−4 5.6× 10−4 3.17× 10−4 4.25× 10−5

(b) AB3, RL3, EAB3 and BDF3

h AB3 RL3 EAB3 BDF3

0.2 – 0.148 0.516 4.09× 10−2

0.1 – 4.07× 10−2 9.17× 10−2 1.04× 10−2

0.05 – 6.34× 10−3 1.09× 10−2 2.29× 10−3

0.025 – 7.57× 10−4 1.17× 10−3 3.84× 10−4

0.0125 – 9.07× 10−5 1.4× 10−4 5.25× 10−5

6.25× 10−3 1.13× 10−5 8.23× 10−6 1.72× 10−5 2.01× 10−5

(c) RK4, RL4, EAB4 and BDF4

h RK4 RL4 EAB4 BDF4

0.2 – – – 4.98× 10−2

0.1 – 5.86× 10−2 0.119 1.27× 10−2

0.05 – 4.58× 10−3 8.96× 10−3 2.02× 10−3

0.025 4.65× 10−5 2.61× 10−4 4.33× 10−4 1.93× 10−4

0.0125 2.67× 10−6 1.62× 10−5 2.67× 10−5 3.52× 10−5

6.25× 10−3 1.65× 10−7 9.94× 10−7 1.73× 10−6 2.01× 10−5
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5.2. Cost
A general observation of Figure 2 on the top shows that for the error between 1%

and 10% the gain in terms of CPU time is high (with a factor in the range of 10) when
moving from the order 1 to order 2 schemes. This gain remains important (with a factor
in the range of 5) when moving from the order 2 to order 3 schemes while for the errors
between 1% and 10% there is no gain when moving from the order 3 to the order 4
schemes. However the order 4 becomes advantageous for the errors less than 0.1%.

Figure 2 on the bottom shows that the RL3 and the RL4 are less costly than the EAB3

and EAB4 respectively. The factor is not so high but in terms of implementation, the RL
is easier than the EAB schemes.
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Figure 2 – CPU time as a function of the error e(h) in Log/Log scale.

Figure 2 on the bottom left shows that when using high order stabilized schemes ins-
tead of implicit schemes, the gain in time CPU is very high with a coefficient greater than
10. This is due to the fact that the nonlinear solver is very expensive and its cost become
very high for large time-steps.

Figure 2 on the bottom right shows that the order 4 stabilized schemes are less costly
than the classical explicit schemes but it is better to use the RL4 scheme instead of the
EAB4 scheme. Because of their stability properties the classical explicit schemes require
the use of small time-steps that make them sometimes useless. For instance the RK4 is
very accurate but its use require to take a small time step. This small time steps produces
a very small error that might be not needed and then its use will induce an additional cost.
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Figure 3 – Relative error eta(h) for the CN , BDF3, BDF4, EABk and RLk schemes
k = 2, 3, 4 for the BR model.

5.3. Accuracy on ta, tr and APD

We investigate in this section the accuracy on ta, tr and APD. The previous results
Section 5 showed that classical explicit methods induce very high computational costs
because of their lack of stability. Only the implicit methods will then be considered to
benchmark with the EABk and RLk methods. For a given numerical solution, the method
described in Section 4.2 is used to perform the values of ta, tr and APD . These values
are then compared with the ones predicted by the reference solution. The errors for ta
and tr are depicted on the figures 3 and 4 for various time-steps. These figures show that
for a numerical solution computed with an order k numerical scheme, the values of ta
and tr predicted converge to the ones predicted by the reference solution with the same
convergence order. In the same figures, we can see that with equal time-step h ≤ 0.01,
the errors on the values predicted by the numerical solution decrease with a factor of 10
at least, when moving from the order k to the order k + 1 schemes. We didn’t show the
pictures on APD but since APD = tr − ta, the results on APD will be the same as for
ta and tr.
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Figure 4 – Relative error etr(h) for the CN , BDF3, BDF4, EABk and RLk schemes
k = 2, 3, 4 for the BR model.

6. Conclusion
Two families of explicit high order stabilized methods (EABk, RLk) have been studied

in this work. Excepted the order four, both have been shown to be as stable as the classical
implicit methods for the test case we have chosen. Meanwhile the two families of schemes
have been compared with some classical solvers (CN, BDF2, BDF3, AB2, AB3, RK4).
This comparison has shown (for the test case we chose)that EAB and RL are competitive
when both the cost and the accuracy are taken in account. Otherwise, it has also been
demonstrated that the use of high order (3 or 4) of the stabilized methods instead of
the classical high order implicit methods allows to decrease the cost almost 50 times. A
method permitting to compute accurately (without degrading the convergence order of the
numerical scheme) the values of ta, tr and APD predicted by a numerical solution has
been also described and numerically investigated in this work.
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